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EXCEL-ОРІЄНТОВАНИЙ КАЛЬКУЛЯТОР ДЛЯ ОБЧИСЛЕННЯ ЗНАЧЕНЬ ДЕЯКИХ 

СПЕЦІАЛЬНИХ ФУНКЦІЙ МАТЕМАТИЧНОЇ ТА ТЕОРЕТИЧНОЇ ФІЗИКИ 
 

А н о т а ц і я . Мета дослідження: Розробка EXCEL-орієнтованого калькулятора для обчислення значень спеціаль-

них функцій математичної і теоретичної фізики. Об'єкт дослідження: спеціальні функції математичної і теоретич-

ної фізики. Предмет дослідження: чисельні методи набуття значень спеціальних функцій. Отримані результати: 

Запропоновано та реалізовано EXCEL-орієнтовані алгоритми обчислення найбільш поширених спеціальних функ-

цій математичної і теоретичної фізики. Викладено способи адаптивного визначення кількості інтервалів при чисе-

льному інтегруванні, які необхідні для досягнення прийнятої точності обчислень. Для невласних інтегралів запро-

поновано процедуру їх заміни на інтеграли з кінцевими межами, які забезпечують виконання обчислень із заданою 

точністю. Запропоновано процедури визначення кількості доданків для n-ої часткової суми функціонального ряду 

з нескінченною кількістю доданків, що забезпечує необхідну точність обчислень. Показано, що запропоновані ал-

горитми забезпечують точність обчислень не меншу, ніж пакет Mathcad. Запропоновано і реалізовано алгоритм об-

числення значень функцій, що використовує многочлени Чебишева. Алгоритм дозволяє використовувати його для 

обчислення значень довільної безперервної функції, яка задана користувачем. 

К л ю ч о в і  с л о в а : методи обчислень; спеціальні функції; многочлени Чебишева. 

 

Вступ 

Задача обчислення значень елементарних фун-

кцій історично була однією з перших задач, 

розв’язаних на комп'ютерах [1–9]. Вона і до сьогод-

нішнього дня залишається актуальною, бо методи її 

розв’язання істотно залежать від безперервної зміни 

архітектури комп'ютерів [4, 5, 7, 9] і особливостей 

реалізації на них арифметичних операцій [5, 6, 10–

13]. Наприклад, в роботі [5], яку було видано в 1963 

р., для запропонованих алгоритмів обчислення фун-

кцій висувалася жорстка вимога економії пам'яті. У 

[12], одній з перших публікацій по даній темі, апа-

ратні, арифметичні і алгоритмічні завдання, пов'яза-

ні з обчисленням функцій, розглянуті як єдине ціле. 

Такий підхід до опису розв’язання задач був випра-

вданий тим, що кожен тип обчислювальних машин 

мав свою систему команд і свої особливості вико-

нання арифметичних операцій. Загальноприйнята 

сьогодні двійкова система подання чисел була не 

обов'язковою для всіх обчислювальних машин, на-

приклад, обчислювальна машина «СЕТУНЬ» мала 

трійкову систему подання чисел [13].  

Поява мов програмування високого рівня приз-

вела до появи програмних продуктів, таких як De-

rive, Matlab, Mathcad, Maple, Mathematica, Scilab, 

здатних виконувати аналітичні перетворення фор-

мул. Це істотно спростило процес обчислення еле-

ментарних і спеціальних функцій. Перелік спеціаль-

них функцій, які включено в ці пакети, не співпадає 

між собою, і їх зміст та угрупування за типами бага-

то в чому суб'єктивний. В [3] спеціальні функції не 

розподілено на математичні і фізичні, в [2, 16] цей 

розподіл виконано. Такий поширений пакет, як MS 

Excel, містить практично весь перелік елементарних 

функцій, але із спеціальних функцій математичної 

фізики в пакет MS Excel включено лише обчислення 

значень гамма-функції і функцій Бесселя. У пізніші 

версії цього пакету введено обчислення значень  

гамма-функції. Методи обчислення значень елемен-

тарних і спеціальних функцій, використаних в кож-

ному з цих пакетів, користувачеві невідомі і недо-

ступні. Порівняння результатів обчислень значень 

деяких функцій, виконаних із застосуванням різних 

пакетів, показано в табл. 1.  
 

Таблиця 1 – Порівняння результатів обчислення  

чисельних значень деяких елементарних, 

спеціальних функцій та математичних  

сталих величин 

Назва 

пакету 

Вид функції 

sin(0,7 )y =    е (1,32)y =   

MS EXCEL 0,8090169943 3,141592653 2,718281828 0,89464063 

Derive 0,8090169943 3,141592653 2,718281828 0,89464063 

Mathcad 15 0,809 3,142 2,718 0,895 

 

Таким чином, виникає необхідність до початку 

процесу обчислень визначити їх допустиму похибку. 

У багатьох випадках це може бути самостійним за-

вданням. Тому в [14, 15] запропоновано проводити 

обчислення, результати яких використовують для 

аналізу надійності систем критичного застосування, 

диверсифікуючи процес їх отримання. Особливо слід 

згадати роботу [8]. В ній викладено методи обчис-

лення багатьох спеціальних функцій і економічних 

алгоритмів, що реалізовують цей процес. Істотним 

недоліком цієї роботи, з позицій сьогоднішнього дня, 

слід вважати те, що для реалізації цих алгоритмів 

використана мова, реалізована в мікрокалькуляторах 

серії «Електроніка». Сьогодні ці калькулятори можна 

побачити лише в музеях обчислювальної техніки. 

Пакет MS Excel дозволяє змінювати розрядність 

отриманих результатів, що робить його більш гнуч-

кішим у порівнянні з іншими. Оскільки MS Excel, на 
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відміну від більшості спеціалізованих пакетів, пра-

цює практично на всіх основних платформах, а саме: 

Windows, Linux, MACOS, Android – слушно орієнту-

вати користувацькі розробки саме на цей пакет. 

Приймаючи до уваги те, що операційна система 

Android працює на мобільних пристроях, таких, як 

планшети і смартфони, сфера використання розробок 

під MS Excel значно розширюється. Недооцінені  

можливості MS Excel розглянемо на прикладі, наве-

деному в [17]. Припустимо, що в докомп’ютерну, в 

сучасному тлумаченні цього терміну, епоху виникла 

необхідність скласти таблицю значень функції: 

 ( ) ( )2( ) cos(2 ) 1xF x e x x= + + ,  (1) 

яка має назву «ФУНКЦІЯ». Технічне завдання для 

виконання цієї роботи, яке оформлене відповідно до 

[2], прийме вигляд: «Обчислити значення функції 

( )F x  від х=а до х=b з кроком h із m десятковими 

знаками» Умовний запис цієї вимоги такий: 

< ( )F x х = а (h) b_mD>. 

Якщо потрібно обчислити одне значення цієї 

функції в точці х = а, то умовний запис цієї вимоги 

такий: 

< ( )F x х = а (0) а_mD> 

Для виконання роботи в [17] запропоновано 

скласти обчислювальну таблицю, табл. 2: 

Таблиця 2 – Обчислювальна таблиця визначення значень функції «ФУНКЦІЯ» 

x  2x  2x  cos(2 )x  xe  cos(2 )xe x+  21 x+  ( ) ( )2( ) cos(2 ) 1xF x e x x= + +  

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) 

(1) 2(1)  2(1)  cos(2)  (1)e  (5)+(4) (1)+(3) (6) (7)  

 

У сучасному розумінні табл. 2 – це макет робо-

чого аркуша MS Excel. Слід зазначити, що організа-

ція за цією схемою обчислювального процесу до-

зволила створити всесвітньо відомі таблиці [2], пе-

рше видання яких вийшло в 1909 році [18]. 

Таким чином, можна вважати, що сьогодні є 

актуальним завдання розробки простих і зручних 

для програмування способів обчислення значень 

спеціальних функцій, розміщених на табличних 

процесорах. На думку авторів даного повідомлення, 

найбільш доступною у такому разі буде платформа 

MS Excel. 

Аналіз літератури. В рамках даної роботи ви-

користано визначення понять «Елементарна функ-

ція» і «спеціальна функція», наведені в [6]. Елемен-

тарна функція визначена як функція, похідна якої 

також є елементарною функцією. Значення елемен-

тарної функції може бути отримане в результаті скі-

нченного числа арифметичних операцій над аргуме-

нтом, залежною змінною і постійними числами. До 

спеціальних функцій, згідно класифікації, прийнятої 

в [6], відносять неелементарні функції, які викорис-

товують для розв’язання задач математичної фізики, 

теорії ймовірності та інших задач в різних галузях 

науки і техніки.  

В довідниках і таблицях спеціальних функцій 

можна виділити два способи подання матеріалу. В 

першому випадку спеціальні функції розташовані в 

довільному порядку, наприклад, як у [3, 7]. У друго-

му випадку [2, 16] вони згруповані на загальногалу-

зеві функції і фізичні спеціальні функції. Виходячи з 

цього, розглянуті в даній роботі функції також розпо-

ділено на дві групи. Перша група – спеціальні функ-

ції, які традиційно відносять до функцій математич-

ної фізики. Друга група – спеціальні функції теорети-

чної фізики. Перелік функцій, які включено в ці гру-

пи, автори даного повідомлення формували виходячи 

з власного досвіду обчислювальної роботи. 

Спеціальні функції визначають, найчастіше, у 

вигляді інтегралів з кінцевими або нескінченними 

межами та/або у вигляді суми нескінченних рядів [1, 

3, 16]. Для отримання їх чисельних значень викорис-

товують наступні методи: асимптотичні формули, 

заміну суми нескінченного ряду її частковою сумою, 

апроксимацію функції многочленами і раціональни-

ми функціями, розкладання функції з використанням 

ортогональних многочленів, найчастіше, многочленів 

Чебишева, подання функції у вигляді ланцюгового 

дробу [2, 5, 6, 8, 16]. Слід зазначити, що в більшості 

робіт, наприклад [21, 22], детально розглянуто багато 

завдань чисельного аналізу, що вирішуються на пла-

тформі MS Excel, але відсутній опис методів обчис-

лення спеціальних функцій. Автори даного повідом-

лення в [23] виклали основні способи обчислення 

значень елементарних і спеціальних функцій з інтер-

вальним аргументом, заданим в гіперболічній формі. 

Тому дане повідомлення можна розглядати як продо-

вження роботи [23], але для функцій, аргументи яких 

задано в традиційній формі. 

Мета дослідження: розробка програмного за-

безпечення для EXCEL-орієнтованого калькулятора 

для обчислення значень найбільш поширених спеці-

альних функцій. 

Отримані результати 

У даному повідомленні при обчисленні значень 

функцій використано, в основному, методи, що ви-

кладені в [2, 3, 5, 16]. В інших випадках це буде 

обумовлено окремо. При обчисленні спеціальних 

функцій виникає необхідність отримання значень 

власних і невласних інтегралів і визначення суми 

нескінченних рядів. У тих випадках, коли спеціаль-

на функція представлена як інтеграл, обчислення 

його значення в рамках даної роботи послідовно 

виконують за методом прямокутників у вигляді, 

який описаний в [19] ( =1, 2, …): 

 1

1

ˆ( ) ( )
2

b n
k k

ka

x xb a
f x dx f I n

n



 



−

=

+−  
 =  

  
 . (2) 
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Процес обчислень припиняють при виконанні умови: 

 1
ˆ( )

b

a

f x dx I+

 
 
 
 
 ( )1

ˆ ˆI I  + −  .  (3) 

В (2) прийнято, що n   – кількість доданків 

 =1,2,..., 
410a −=  , 1 9a  . В даному повідом-

ленні, за замовченням, прийнято, що n=200. В робо-

чій версії калькулятора передбачена можливість змі-

ни значень величин   і   за бажанням користувача. 

Багато спеціальних функцій задано у вигляді невлас-

ного інтеграла. Для його обчислення в даному пові-

домленні використано прийом, заснований на методі, 

який запропоновано в [20]. Розглянемо інтеграл: 

 ( )

a

I f x dx



=  .  (4) 

Тоді його чисельне значення дорівнює: 

 
1

1 0
1

ˆ ˆ ˆ
p

p u
u

I I I
+

+
=

= + .  (5) 

У (5) прийнято, що: 

 0
ˆ ( )

b

a

I f x dx=  , 

1

10

10

ˆ ( )

u

u

b

u

b

I f x dx
−

=  .  (6) 

Обчислювальний процес припиняють, якщо 

виконано умову: 

 1
ˆ ˆ
p pI I + −  .  (7) 

В цьому випадку приймають, що:  

 1
ˆ
pI I + .  (8) 

Якщо для обчислення значення спеціальної фу-

нкції в точці 0x x=  використано нескінченний ряд: 

 0 0

1

( ) i
i

i

y x a x


=

=   (9) 

то при обчисленні її калькулятор визначає значення 

n-ой часткової суми: 

 0 0

1

( )
n

i
i

i

y x a x



=

= ,  =1,2,…  (10) 

У співвідношенні (10) величина n відповідає кі-

лькості доданків, яка прийнята при його реалізації в 

калькуляторі. За замовченням прийнято n=10. Процес 

обчислення зупиняють при виконанні умови: 

 1 0 0( ) ( )y x y x  + −  ;  (11) 

в цьому випадку 0 1 0( ) ( )y x y x + . 

У даній роботі, якщо іншого не обумовлено, 

при визначенні значень власних інтегралів викорис-

тано співвідношення (2), (3). Для обчислення зна-

чень невласних інтегралів шляхом зведення їх до 

власних використано співвідношення (5)…(8). Для 

отримання суми нескінченного ряду використана 

процедура, визначена співвідношеннями (10)… (11). 

В архітектурі калькулятора передбачено, що 

значення функцій, які входять до складу MS Excel, 

визначають безпосередньо зверненням до них. Опис 

способів обчислень значень інших функцій описано 

окремо.  

Обчислення значень гіперболічних функцій. 

Розв’язання багатьох задач механіки, зокрема теорії 

пружності, містять прямі і зворотні гіперболічні 

функції. В стандартний пакет MS Excel включено 

тільки деякі з них. Тому даний калькулятор містить 

розширений перелік гіперболічних функцій, якій 

наведено в табл. 3. При його складанні прийнято до 

уваги роботи [2, 16]. У цій таблиці й далі жирним 

шрифтом виділено ті підпрограми, які входять в 

МАЙСТЕР ФУНКЦІЙ MS Excel. 

 
Таблиця 3 – Гіперболічні функції та обернені гіперболічні функції, які включено до калькулятору  

Гіперболічні функції Обернені гіперболічні функції 

Назва Символ Обчислення Назва Символ Обчислення 

Синус  

гіперболічний 
( )sh x  SINH(X) 

Ареасинус гіпе-

рболічний 
( )Arsh x  ASINH(X) 

Косинус  

гіперболічний 
( )ch x  COSH(X) 

Ареакосинус 

гіперболічний 
( )Arch x  АCOSH(X) 

Тангенс 

 гіперболічний 
( )th x  TANH(X) 

Ареатангенс 

гіперболічний 
( )Arth x  АTANH(X) 

Котангенс  

гіперболічний 
( )cth x   

1
( )TANH X

−
 

Ареакотангенс 

гіперболічний 
( )Arcth x  ( )Arcth x  =

1
( )Arcth
x

 

Секанс  

гіперболічний 
( )sch x   

1
( )COSH X

−
 

Ареасеканс 

гіперболічний 
( )Arsch x  Співвідношення (12) 

Коcеканс  

гіперболічний 
csch( )x   

1
( )SINH X

−
 

Ареакоcеканс 

гіперболічний 

csch( )Ar x

 
Співвідношення (13) 

Гіперболічна амплі-

туда (гудерманіан) 
( )gd x  ( ) 2 ( ) / 2xgd x arctg e= −   

Обернений 

 гудерманіан 
1( )gd x−

 Співвідношення (14, 15) 

 

Співвідношення, які необхідні для обчислення 

значень функцій ареасеканс гіперболічний, ареак-

оcеканс гіперболічний, обернений гудерманіан, такі:  
 ( )Arsch x  = 

2

1 1
ln 1

x x

  
+ −  

   

, 0 1x  .  (12) 
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 csch( )Ar x =
2

1 1
ln 1

x x

  
+ +  

   

, 0x  .  (13)  

 1( )gd x− =
( )

ln
4 2

gd x
tg

 
+ 

 
.  (14)  

 1( )gd x− =

0

1

cos

x

dt
t .  (15) 

При обчисленні оберненого гудерманіана (14) 

виникла колізія, що вимагає окремого розгляду. По-

рівняння результатів інтегрування співвідношення: 

 
1

cos ( )
dx

x
 =  ,  (16) 

які наведено в таблицях інтегралів і виконаних сис-

темами аналітичних перетворень, показано в табл. 4. 

 
Таблиця 4 – Порівняння результатів обчислення неви-

значеного інтегралу (16) 

Таблиці інтегралів 
Системи аналітичних  

перетворень 

Градштейн,  

[1, (2, 525, 9)] 

Dwight,  

[24, (442, 10)] 
Derive Mathcad 

ln
4 2

x
tg

 
+ 

 
 ln

4 2

x
tg

 
+ 

 
 

2
ln

4

x
tg
 +   
  

  
 

1
ln tg

cos
x

x

 
+ 

 
 

 

Очевидно, що коректним буде тільки співвід-

ношення, яке наведено в [24]. Тому в [14, 15] запро-

поновано проводити обчислення, результати яких 

використовують для аналізу надійності систем кри-

тичного застосування, диверсифікуючи процес їх 

отримання. На рис. 1 та 2 наведено скрін-копії вікон 

калькулятора з результатами обчислення значень 

гіперболічних функцій і зворотних до них. Ці блоки 

калькулятора дозволяють обчислювати значення 

однієї з вибраних функцій або всіх одночасно. 

 

 

Рис. 1. Скрін-копія вікна калькулятора  

для розрахунку гіперболічних функцій 

(Fig. 1. The screen is a copy of the calculator  

window for calculating hyperbolic functions) 

 

 

Рис. 2. Скрін-копія вікна калькулятора для розрахунку 

обернених гіперболічних функцій 

(Fig. 2. The screen is a copy of the calculator window  

for calculating inverse hyperbolic functions) 

 

Обчислення значень функцій Бесселя. Кальку-

лятор дозволяє обчислювати значення лише тих  

функцій Бесселя, які входять в МАЙСТЕР ФУНК-

ЦІЙ MS Excel. Їх перелік наведено в табл. 5. 

 
Таблиця 5 – Перелік функцій Бесселя, що включено в MS Excel 

Найменування функції Визначення функції Синтаксис функції 

Функція Бесселя першого роду порядку n 
( )

( )

2

1

1
( )

! 1 2

n

n
x

J x
n

 + 

=

−  
=  

  +  +  
  БЕССЕЛЬ.J(x; n) 

Функція Бесселя другого роду порядку n 
( )cos( ) ( )

( )
sin( )

n n
n

J x n J x
Y x

n

− −
=


 БЕССЕЛЬ.Y(x; n) 

Модифікована функція Бесселя першого роду 

порядку n чисто уявного аргументу 
( ) ( )n

n nI x i J ix−=  БЕССЕЛЬ.I(x; n) 

Модифікована функція Бесселя другого роду 

порядку n  
 1( ) ( ) ( )

2

n
n nK x i J ix iY ix+

= +  БЕССЕЛЬ.K(x; n) 

 

На рис. 3 наведено скрін-копію вікна калькуля-

тора з результатами обчислення значень функцій 

Бесселя. При обчисленні значень функцій Бесселя 

передбачено, що калькулятор обчислює тільки одну 

з функцій, наведених в табл. 5. 

Обчислення значень гамма-функції та спорідне-

них з нею функцій. Далі розглянуто способи обчис-

лення гамма-функції, її логарифма, неповних гамма-

функцій, полігамма-функцій, повної і неповної бета-

функції та їх частинних похідних. Слід взяти до ува-

ги, що обчислення значень гамма-функції та її лога-

рифма включене в MS Excel. При обчисленні значень 

функції Q (x, a) використано співвідношення: 

 ( )(( ) , ( , )P x Q x   = + .  (17) 

На рис. 4 наведено скрін-копії вікна калькуля-

тора з результатами обчислення значень гамма-

функції і споріднених з нею функцій.  
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Рис. 3. Скрін-копія вікна калькулятора  

для розрахунку функцій Бесселя 

(Fig. 3. The screen is a copy of the calculator  

window for calculating Bessel functions) 

 
Таблиця 6 – Методи обчислення гамма функції  

та споріднених з нею функцій 

Найме-

нування 

функції 

Визначення функції 

Синтаксис  

функції, 

розрахункова 

формула 

Гамма- 

функція 

1

0

( ) , 0xe x dx 


− − =   ГАММА(х) 

Логарифм 

гамма-

функції 

1

0

ln ( ) ln xe x dx


− −

 
  =
 
 
 , 

0   

ГАММАНЛОГ(х) 

Нижня  

неповна  

Гамма- 

функція 

1

0

( , )

x
tP x e t dt − −=  , 

0   

Чисельне 

 інтегрування 

Верхня 

неповна 

Гамма-

функція 

1( , ) t

x

Q x e t dt


− −=  , 

0   

( , )

( ) ( , )

Q x

P x



 

=

=  −
 

 

 

Рис. 4. Скрін-копія вікна калькулятора для розрахунку 

гамма-функції та споріднених з нею функцій 

(Fig. 4. The screen is a copy of the calculator window for 

calculating the gamma function and functions related to it) 

 

При обчисленні значень функцій, вказаних в 

табл. 6, калькулятор обчислює лише значення однієї 

з указаних на рис. 4 функцій.  

Полігамма-функцією порядку m від функції 

( )x  називають співвідношення: 

 
1

( )

1
( ) ln ( )

m
m

m

d
x x

dx

+

+
 =  , m=0, 1, 2.  (18)  

При m=0 отримаємо величину: 

 
( )

( ) ln ( )
( )

d x
x x

dx x


 =  =


.  (19)  

При програмуванні калькулятора прийнято на-

ступні умови (С – стала Ейлера):  

 4m  , 0x  ; С=0,577215.  (20) 

При 0m   значення ( ) ( )m x  визначали, вико-

ристовуючи співвідношення [3]: 

 ( )
1 1

( )

0

( ) ln
1

x
mm t

x t dt
t

−

 = −
−

.  (21)  

В табл. 7 наведено порівняння результатів об-

числення значень (20) і (21), отриманих при викори-

станні процедури чисельного інтегрування (2), (3) і 

значень, які наведено в [16]. 

 
Таблиця 7 – Порівняння обчислених та табличних  

значень полігамма-функції 

Найменування 

функції 

Показ-

ник m 
N* R* 

Дігамма-функція 0 -0,54478 -0,54484 

Тригамма-

функція 

1 1,59811 1,598790 

Тетрагамма-

функція 

2 -2,27905 -2,27883 

Пентагамма-

функція 

3 6,01969 6,02410 

N* – Табличне значення функції, [16] 

R* – Розраховане за співвідношеннями (20), (21)  

значення функції 

 

Всі значення обчислено для х=1,020. Таким чи-

ном, співвідношення (20), (21) дають задовільне 

співпадіння з результатами, які наведено в [16]. 

Скрін-копії вікон калькулятора з результатами об-

числення полігамма-функцій показано на рис. 5, 

рис. 6. В роботі калькулятора, передбачено можли-

вість одночасного обчислення всіх полигамма-

функцій до m = 4 (рис. 5) або, при m = 0, лише діга-

мма-функції. Інакше калькулятор видає повідомлен-

ня про помилку (рис. 7).  

 

 

Рис. 5. Скрін-копія вікна калькулятора  

для розрахунку полігамма-функцій 

(Fig. 5. The screen is a copy of the calculator  

window for calculating polygamma functions) 

 

 

Рис. 6. Приклад повідомлення про помилку 

(Fig. 6. The screen is a copy of the calculator  

window with example of an error message) 
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Приклад помилкового набору для обчислення 

полігамма-функцій наведено на рис. 7. 

Відповідно до [25, 26] в табл. 8 наведено спів-

відношення для обчислення бета-функції, неповної 

бета-функції та її частинних похідних. 

Скрін-копія вікна калькулятора, призначеного 

для обчислення бета-функції, неповної бета-функції 

і її частинних похідних показана на рис. 8.  

Результати обчислень, наведених на цьому ри-

сунку, виконано при таких значеннях: 

a=2, b =3, x=0,7. 

 

Рис. 7. Скрін-копія вікна калькулятора з прикладом поми-

лкового набору даних (Fig. 7. The screen is a copy of the 

calculator window with an example of a wrong data set) 
 

Таблиця 8 – Співвідношення, призначені до обчислення бета-функції, неповної бета-функції  

та її частинних похідних 

Функції та їх умовні позначення Розрахункові співвідношення 

Бета-функція, ( , )B a b  

1
1 1

0

( ) ( )
( , ) ( , ) (1 )

( )

a b a b
a b b a x x dx

a b

− −  
 =  = − =

 + , 0, 0a b  . 

Неповна бета-функція, ( , , )INB x a b  1 1

0

( , ) (1 )

x
a b

x a b t t dt− − = −  

Нормалізована неповна бета-функція,  

( , , )NINB x a b  
1 1

0

( , ) 1
( , ) (1 )

( , ) ( , )

x
a bx

x
a b

I a b t t dt
a b B a b

− −
= = −

   

Перші частинні похідні бета-функції: 

( , ) /dB a b da , ( , ) /dB a b db  
 ( , ) ( , ) ( ) ( )a b a b a a b

a


 =    − +


;  ( , ) ( , ) ( ) ( )a b a b b a b

b


 =    − +


 

Перша частинна похідна нормалі-

зованої неповної бета-функції, 

( , , ) /dNINB x a b dx  

1 1(1 )
( , )

( , )

b a

x
x x

I a b
x B a b

− − −
=


 

Другі частинні похідні  

бета-функції 

( , ) /ddB a b dada  

( , ) /ddB a b dbdb  

( , ) /ddB a b dadb  

  
2

2
1 12

( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )a b a b a a b a a b
a


 =    − + +  − +


 

  
2

2
1 12

( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )a b a b b a b b a b
b


 =    − + +  − +


 

    
2

1( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a b a b a a b b a b a b
a b


 =    − +   − + − +

 
 

 

 

Рис. 8. Скрін-копія вікна калькулятора, призначеного 

для розрахунку бета-функції, неповної бета-функції  

та її частинних похідних 

(Fig. 8 Screen-a copy of the calculator window  

for calculating the beta function, incomplete  

beta function and its partial derivatives) 

 

Обчислення значень інтегралів Френеля. Найбі-

льше розповсюдження інтеграли Френеля отримали 

при розрахунку оптичних систем. Основні типи ін-

тегралів Френеля і способи визначення їх чисельних 

значень наведено в табл. 9. Скрін-копію відповідно-

го вікна калькулятора показано на рис. 9.  

Результати розрахунків, які наведено на цьому 

рисунку, виконано при х=0,7. 
 

Таблиця 9 – Основні типи інтегралів Френеля,  

які використано в роботі 

I* 
Розрахункове 

співвідношення 
I* 

Розрахункове 

співвідношення 

( )S x  

2

0

1 sin

2

x
t

dt
t

  ( )C x  

2

0

1 cos

2

x
t

dt
t

  

1( )S x  2

0

1
sin

22

x

t dt
 

 
  
  1( )C x  2

0

1
cos

22

x

t dt
 

 
  
  

2( )S x  

0

1 sin

2

x
t

dt
t

  2( )C x  

0

1 cos

2

x
t

dt
t

  

I* – Позначення інтегралу 
 

На рис. 9 показано скрін-копію вікна калькуля-

тора, призначеного для розрахунку інтегралів Фре-

неля. Обчислення значень інтегральних кругових і 

гіперболічних тригонометричних функцій. Визна-

чення цих функцій надано в табл. 10. 
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Рис. 9. Скрін-копія вікна калькулятора, призначеного для розрахунку інтегралів Френеля 

(Fig. 9. Screen-a copy of the of the calculator window designed for calculating Fresnel integrals) 

 

Таблиця 10 – Визначення кругових інтегральних 

тригонометричних та гіперболічних 

функцій 

Найменування 

функції 
Розрахункове співвідношення 

Кругові інтегральні тригонометричні функції 

Інтегральний 

синус, ( )Si x  
( )Si x =

0

sin( )
x

t
dt

t  

Інтегральний 

синус, ( )si x  

sin( )
( )

x

t
si x dt

t



= −  -

100
sin( )

x

x

t
dt

t

+

  

Інтегральний  

косинус, ( )Ci x   
( )Ci x =

cos( )

x

t
dt

t



− 
100

cos( )
x

x

t
dt

t

+

−   

Інтегральний  

косинус, ( )ci x  
( )ci x =

0

cos( ) 1
ln

x
t

C x dt
t

−
+ +   

Гіперболічні інтегральні тригонометричні функції 

Інтегральний 

гіперболічний 

синус, ( )Shi x  0

( )
( )

x
sh t

Shi x dt
t

=   

Інтегральний 

гіперболічний 

косинус, ( )Chi x  
( )Chi x =

0

( ) 1
ln

x
ch t

C x dt
t

−
+ +   

 

При реалізації співвідношень, наведених в 

табл. 10, взято до уваги рівності:  

 ( )Ci x = ( )ci x ; (22) 

 ( ) ( )
2

si x Si x


= − .  (23) 

Функцію інтегрального арктангенса ( )Ti x  в [7] 

визначено співвідношеннями: 

 
0

2 1/

0

( )
, 1,

)

( )
ln , 1.

2

x

t

arctg t
dt якщо x

t
Ti x

arctg t
x dt якщо x

t




 


= 


+ 






 (24) 

При цьому слід взяти до уваги співвідношення: 

 ( ) ( )T x T x− = − .  (25) 

Скрін-копія відповідного вікна калькулятора 

показана на рис. 10.  

Всі розрахунки в приведеному на рис. 10 прик-

ладі виконано при х=0,7.  

 

Рис. 10. Скрін-копія вікна калькулятора, призначеного 

для розрахунку інтегральних тригонометричних функцій 

(Fig. 10 (Screen-a copy of the of the calculator window 

designed for calculating integral trigonometric functions) 

 

Обчислення значень інтегральної показникової 

функції, інтегрального логарифма і ділогарифма. В 

[1, 8.211] інтегральна показникова функція визначе-

на як співвідношення для 0x  : 

 ( )Ei x =

x te
dt

t

−

−

 =
t

x

e
dt

t

 −

−

−   (26) 

і в [16, 5.1.2] як співвідношення для 0x  : 

 ( )

xt t

x

e e
Ei x vp dt vp dt

t t

 − −

− −

= − =  .  (27) 

Символ vp  означає, що інтеграл розглядають в 

сенсі головного значення по Коші, тобто:  

 
0

lim

t t t

x x

e e e
vp dt dt dt

t t t



 

 − − − −

→+
− −

 
 = +
  

   ;  (28) 

 
0

lim

x xt t te e e
vp dt dt dt

t t t



 

−− − −

→+
− −

 
 = +
  

   .  (29) 

Варіантом інтегральної показникової функції є 

функція ( )Ei x− , визначена співвідношенням для 

0x  : 

 ( )
t

x

e
Ei x dt

t

 −

− = − ,.  (30) 

Для отримання чисельного значення функції 

( )Ei x  в калькуляторі використано наведене в  

[3, 9.1.5.2] співвідношення: 
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1

100

1

( ) ln
!

ln .
!

x t k

k

k

k

e x
Ei x dt C x

t k k

x
C x

k k



=−

=

= = + + 


 + +






  (31) 

Для отримання чисельного значення функції 

( )Ei x−  в калькуляторі використано наведене в  

[1, 8.212.1] співвідношення: 

 

0

1
( ) ln( )

x te
Ei x C x dt

t

−
− = + +  .  (32) 

В табл. 11 наведено для порівняння значення 

інтегральної показникової функції обчислені по 

співвідношеннях (29), (30) і наведені в [3]. 

 
Таблиця 11 – Порівняння обчислених та табличних 

значень функцій ( )Ei x та ( )Ei x−  

Значення 

аргументу, x  
Табличне, 

[3] 

Згідно  

з розрахунком 

Значення функції ( )Ei x  

0,7 1,0649 1,0645 

1,0 1,8951 1,8953 

1,7 3,9210 3,9211 

Значення функції 1( ) ( )Ei x Ei x= − −  

0,7 0,3738 0,3740 

1,0 0,21938 0,21939 

1,7 0,07465 0,07463 

 

Результати, наведені в табл. 11, дозволяють 

зробити висновок про добре співпадіння обчислених 

і табличних значеннях функцій ( )Ei x  і ( )Ei x− .  

Функцію інтегрального логарифма визначають 

у вигляді співвідношення: 

 
0

0

, 0 1,
ln

( )

, 1.
ln

x

x

dt
якщо x

t
li x

dt
vp якщо x

t


  


= 









  (33) 

За умови, що: 

 

1

0
0 0 1

lim
ln ln ln

x x
dt dt dt

vp
t t t



 

−

→+
+

 
 = +
  

   .  (34) 

У даній роботі для обчислення значень функції 

( )li x  замість (33) і (34) використано наведені в [3] 

співвідношення для 0 1x  : 

 
1

10

1

(ln )
( ) ln( ln )

!

(ln )
ln( ln ) ,

!

k

k

k

k

x
li x x C

k k

x
x C

k k



=

=

= − + + 


 − + +






  (35) 

а також для 1x  : 

 
1

10

1

(ln )
( ) ln(ln )

!

(ln )
ln(ln ) .

!

k

k

k

k

x
li x x C

k k

x
x C

k k



=

=

= + + 


 + +






  (36)  

Для визначення кількості доданків в (35) і (36) 

був проведений чисельний експеримент, результати 

якого показано в табл. 12. 

 
Таблиця 12 – Визначення кількості доданків  

при наближеному обчисленні функції  

інтегрального логарифму 

Значення 

аргументу, х 

Кількість доданків 

10 100 1000 

0,7 -0,78095 -0,78095 -0,78095 

1,7 0,55373 0,55373 0,55373 

 

З наведених в табл. 12 даних видно, що для за-

безпечення необхідної точності обчислень в спів-

відношеннях (35), (36) досить використовувати де-

сять доданків. 

Комплексну величину, яку визначають співвід-

ношенням: 

 

1

( )
k

u u
k

z
Li z

k



=

= , (37) 

називають полілогарифмом. При u =2 співвідно-

шення (37) називають ділогарифмом. Відомості, 

необхідні для обчислення цієї величини, наведено в 

[3, 6, 16, 28]. У загальному випадку ділогарифм 

2 ( )Li x  визначають співвідношенням: 

 
2

2
2

( ), 1,
( )

( ) ln , 1.

Li x якщо x
Li x

Li x i x якщо x


= 

+ 
  (38) 

Величину 2 ( )Li x  визначають, використовуючи 

співвідношення: 

 2

0

ln(1 )
( )

x
t

Li x dt
t

−
= −  ( ,1x − .  (39) 

У (39) використано визначення величини 

2 ( )Li x , наведене в [3, 6, 28]. Якщо аргумент 

( ,1x − , то слід використовувати такі співвідно-

шення: 

 

2
2

2

( ) 6 ln( ) ln( 1)

1 1
ln( ) (1 , 1 2;

2

Li x x x

x Li x
x

= − − −

 
− + −   

 

  (40) 

 
2

2
2 2

1 1
( ) (ln )

3 2
Li x x Li

x

  
= − −  

 
, 2 x   .  (41) 

Для перевірки схеми обчислень, представленої 

співвідношеннями (39), (41), виконано обчислення, 

які представлені в табл. 13. Як контрольні прийняті 

табличні значення функції 2 ( )Li x , наведені в [28]. 
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Таблиця 13 – Табличні та обчислені значення функції ділогарифму 

Значення 

змінної, х 

Табличні значення функції ділогарифму Обчислені значення функції ділогарифму 

( )2RiLi x  ( )2Im Li x  ( )2
ˆRiLi x  ( )2

ˆIm Li x  

-0,5 -0,44841 0 -0,44839 0 

0,5 0,58224 0 0,58220 0 

-1,5 -1,14738 0 1,14740 0 

1,5 2,37439 1,27380 2,37437 1,27380 

-3 -1,93937 0 -1,93939 0 

3 2,32018 3,45139 2,32029 3,45139 

 

Результати, які наведено в табл. 13, дозволяють 

зробити висновок про добре співпадіння обчислених 

і табличних значень відповідних функцій.  

Обчислення значень функцій теоретичної фі-

зики. В [6] для комплексної змінної 
ixz e=  розгля-

нуто її ділогарифм:  

 2 2 2( ) ( ) ( )ixLi e Gl x iCl x= + ,  0,x    (42) 

Дійсну частину співвідношення (42) називають при-

єднаною функцією Клаузена, уявну частину цього 

співвідношення називають функцією Клаузена: 

 
1000

2 2 2 2
1 1

cos( ) cos( )
Re ( ) ( )ix

k k

kx kx
Li e Gl x

k k



= =

= =   ; (43) 

 
1000

2 2 2 2
1 1

sin( ) sin( )
Im ( ) ( )ix

k k

kx kx
Li e Cl x

k k



= =

= =   . (44) 

В [3] наведено окремі значення цих функцій, 

які використано для перевірки роботи обраних чи-

сельних методів: 

  2
2

Cl G
 

= 
 

,  2
2

Gl
 

= 
 

–
2

48


  –0,20561;  (45) 

G =0,91596 – стала Каталана.  

Якщо у співвідношеннях (43) і (44) прийняти 

k = 1000, то отримаємо для функції ( )/2Cl   чисель-

не значення, яке співпадає з наведеним в (45) ре-

зультатом до п'яти значущих цифр, для функції 

( )/2Gl   отримаємо чисельне значення, яке співпа-

дає з (45) до чотирьох значущих цифр.  

В [3] наведено функцію Лобачевського у ви-

гляді: 

 

0

2
1

ln(cos ) ,

якщо , ;
2 2

( )

1 ( 1)
ln 2 sin(2 ),

2

якщо , ;
2 2

x

k

k

t dt

x

L x

x l kx
k

x

 

 



=


−



 
 −   

= 
 −

 −

  
  −   





 (46) 

( ) ( )L x L x− = − . 

Для цієї функції відомі її окремі значення: 

 

ln 2 ;
4 4 2

3 3
ln 2 .

4 4 2

G
L

G
L

 

 

 
= − 

 

 
= + 

 

  (47) 

В табл. 14 наведено порівняння табличних (47) 

та обчислених значень функції Лобачевського. 

 
Таблиця 14 – Порівняння частинних та обчислених 

значень функції Лобачевського 

Значення 

змінної, х 

Частинне 

значення 

Обчислене 

значення 

/4 0,08643 0,08640 

3/4 2,09114 2,09114*) 

*) – кількість доданків в (43), (44); к=500 

У перелік програм калькулятора включено об-

числення функцій Дебая [16]: 

 

0

( )
1

x n

n t

n t
Db x dt

x e
=

−
 , 1(1)4n = .  (48) 

і функції інтегрального секанса (функції Зіверта) 

[16]: 

 

0

( , ) exp
cos

x
F x dt

t




 

= − 
 

 , 0x  .  (49) 

При порівнянні результатів обчислень з вико-

ристанням співвідношення (49) і даних, наведених в 

[16, табл. 27.4, с. 791], слід прийняти до уваги на-

ступне: у вказаній таблиці використана градусна 

міра величини  , при обчисленні значення функції 

Зіверта за співвідношенням (47) слід використову-

вати радіанну міру цієї величини. 

Обчислення значень функцій багаточленними 

наближеннями. Запропоновані раніше методи обчи-

слення значень функцій індивідуальні для кожної з 

них.  

Найбільш загальним методом може бути метод 

багаточленних наближень. У даному повідомленні 

для цього використано многочлени Чебишева у ва-

ріанті, викладеному в [29].  

Представимо значення функції ( )uf x , u =1, 2, у 

вигляді: 
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( )

( )

0 0
0

12

0

0

1, ,

( )

2,,

u ju j
j

ju j
j

f x

x u

a

T  

T x

a



=

=

= 

 =





 (50) 

де коефіцієнти aju залежать лише від виду u-ої фун-

кції. Ці коефіцієнти для різних функцій наведено, 

наприклад, в [6, 7].  

Перші тринадцять многочленів Чебишева Tj(x) 

наведено в [29, с. 503] і показано в табл. 15. 

 
Таблиця 15 – Співвідношення для перших  

тринадцяти многочленів Чебишева 

Т0(х) = 1 

Т1(х) = х 

Т2(х) = 2х2 – 1 

Т3(х) = 4х3 – 3х 

Т4(х) = 8х4 – 8х2 + 1 

Т5(х) = 16х5 – 20х3 + 5х 

Т6(х) = 32х6 – 48х4 + 18х2 – 1 

Т7(х) = 64х7 – 112х5 + 56х3 – 7х 

Т8(х) = 128х8 – 256х6 + 160х4 – 32х2 + 1 

Т9(х) = 256х9 – 576х7 + 432х5 – 120х3 + 9х 

Т10(х) = 512х10 – 1280х8 + 1120х6 – 400х4 + 50х2 – 1 

Т11(х) = 1024х11 – 2816х9 + 2816х7 – 1232х5 + 220х3 – 11х 

Т12(х) = 2048х12 – 6144х10 + 6912х8 – 3584х6 + 840х4 – 

– 72х2 + 1 

 

В цьому випадку порядок обчислень показано 

на рис. 11. 

 

 

Рис. 11. Порядок застосування многочленів  

Чебишева для обчислення значення функції 

(Fig. 11. The procedure for applying Chebyshev  

polynomials to calculate the value of a function) 

 

Наведена схема надає можливість користуваче-

ві застосувати запропонований калькулятор для 

будь-яких функцій, для яких відомі чебишевські 

коефіцієнти якнайкращого наближення aju. Для ор-

ганізації обчислення функцій чебишевськими на-

ближеннями слушно використати розумну таблицю. 

Передбачається, що список функцій створюється і 

редагується самими користувачами. Параметри ко-

жної функції записуються в окремому рядку розум-

ної таблиці. При цьому розмір таблиці змінюється 

відповідно до кількості рядків. Параметри а0-а12 ін-

дивідуальні для кожної функції і вводяться користу-

вачем при її додаванні у таблицю, а формули, які 

обчислюють значення параметрів Т0–Т12, однакові 

для всіх функцій, і вони автоматично копіюються в 

новий рядок з попереднього рядка. 

Форма для обчислення функцій чебишевськи-

ми наближеннями містить дві вкладки: на першій 

розміщуються команди для внесення у таблицю но-

вої функції, редагування параметрів будь-якої існу-

ючої функції і вилучення з таблиці вибраної зі спис-

ку функції. У режимі створення нової функції треба 

вказати її назву, код і ввести набір параметрів а0–а12. 

Параметри нової функції записуються у кінець таб-

лиці. Для редагування параметрів функції на екран 

виводиться список існуючих функцій, з якого треба 

вибрати потрібну. Завдяки розумній таблиці перелік 

функцій завжди буде актуальним. Редагувати можна 

лише назву, код і набір параметрів а0-а12.  

Для вилучення з таблиці непотрібної функції її 

також треба вибрати зі списку. Оскільки відновити 

видалену функцію неможливо, то передбачається 

додаткове підтвердження на її вилучення. При цьо-

му у таблиці повинна залишитися принаймні одна 

функція, щоб зберігалися формули для обчислення 

параметрів Т0–Т12. Запропонований в даному пові-

домленні калькулятор було використано авторами 

для розв’язання задач теорії інформації.[37]. 

Історико-бібліографічне доповнення 

В роботах з історії математики можна прочитати 

такий вираз: «В…році якийсь N видав математичні 

таблиці функції F(.)». Технологія обчислення таблиць 

в цих роботах, як правило, не згадується. В цій час-

тині даного повідомлення автори зроблять спробу 

відповісти на питання про те, як обчислювали мате-

матичні таблиці в той час, коли динозаврів вже не 

було, а комп'ютери ще були живими істотами. 

Як відомо, з часом ряд термінів змінили, або 

придбали додаткові значення. У відповідь на питан-

ня про те, коли з'явилися перші комп'ютери, найчас-

тіше буде згадана компанія Apple Computer, яка в 

1977 році представила на виставці West Coast Com-

puter Faire один з перших зразків того, що потім ста-

ли називати персональним комп'ютером. Можливо, 

деякі зможуть пригадати ЕNIАС, який створили два 

американських учених Еккерт, Джон Преспер (John 

Adam Presper Eckert) і Джон Уїльям Мокли (John 

William Mauchly) в 1942 році. Вірогідність почути 

трактування значення цього слова з прив'язкою до 

людини, достатньо мала, бо, на жаль, етимологічні 

словники не відносяться до переліку найбільш по-

пулярної довідкової літератури. Автори даного по-

відомлення встановили, що перша згадка слова 

«комп'ютер» в англійській мові зафіксована в 

1613 році в книзі Річарда Брейтуейта (Richard 

Перелік функцій 

Значення перших 13 коефіцієнтів аiu  

для u-ої функції 

Значення точки x = x0 

Обчислення значень Tj(x0), j = 0,1,…, 12 

Обчислення співвідношення (50) 
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Brathwait) «The Yong Mans Gleanings». В ній йшлося 

про людину, яка «справжнісінький комп'ютер... 

кращий математик, який коли-небудь жив» [30]. 

Приблизно в цей же час, в період правління короля 

Людовика ХШ, з'явився астрологічний твір, в якому 

в переліку професій, які знаходяться під впливом 

планети Меркурій серед богословів, філософів, ас-

трологів, геометрів згадуються і обчислювачі [31]. В 

енциклопедичному словнику Брокгауза і Ефрона 

(1892 рік) до цієї професії відносили тих, хто займа-

вся обчисленнями при обробці спостережень і вимі-

рювань в астрономії та геодезії. Причому, від них не 

потрібна була наявність спеціальних знань у вище-

згаданих науках, хоча і була бажаною [31]. Ці люди, 

яких можна віднести до категорії комп'ютерів і об-

числювачів, стали широко затребуваними в кінці 

XVIII століття на піку розвитку промислової рево-

люції. Їх активна діяльність продовжувалася аж до 

кінця Другої Світової війни і пішла на спад лише 

після масового впровадження електронних обчис-

лювальних машин.  

Як відзначено в роботі [32], одним з перших 

вдалих результатів роботи комп'ютерів (обчислюва-

чів) стало створення математичної моделі орбіти 

комети Галлея математиком і астрономом Алекси-

сом Клодом Клеро (Alexis Claude Clairaut). Всю ро-

боту з виконання необхідних розрахунків здійснили 

його друг Джозеф Джером Лаланд і дружина коро-

лівського годинникаря Рейн Лепот (Nicole-Reine 

Lepaute). Необхідно відзначити, що ця жінка не була 

новачком у науці. У 1751 році в журналі «Особли-

вість годинникової справи» (Trait d'horlogerie) опуб-

ліковано результати її дослідження, присвячені ко-

ливанням маятників різної довжини [33]. Їх робота 

була завершена на початку листопада 1757 року. В 

результаті цих розрахунків 13 квітня 1759 року ко-

мета повинна була досягти перигея своєї орбіти по 

відношенню до Сонця (прогноз Клеро не співпав з 

дійсним перигеєм на тридцять один день). Як прик-

лад одного з перших випадків масового використан-

ня праці людей-комп'ютерів (близько 80), можна 

вважати діяльність інженера-будівельника Гаспара 

Клера Франсуа Марі Ріш, барона де Проні (фр. 

Gaspard Clair Franзois Marie Riche, baron de Prony) в 

процесі підготовки дев'ятнадцяти томів тригономет-

ричних і логарифмічних таблиць для революційного 

французького уряду [34,] 35. 

Надалі практика використання праці обчислю-

вачів стала широко використовуватися в обсервато-

ріях у всьому світі. Так в штатах Миколаївської го-

ловної астрономічної обсерваторії в 1862 р. числи-

лися два обчислювачі з річним розміром платні ко-

жному в 400 рублів [36]. Для того часу це була ве-

льми гідна заробітна плата. Для порівняння, в 1862 

році молодші офіцери (обер-офіцери) отримували в 

рік 114 рублів, а штаб-офіцери до 300. До кінця XIX 

століття в найбільш економічно розвинених країн 

чисельність обчислювачів різко зросла і почали фо-

рмуватися справжні комп'ютерні офіси. Природно, 

що одним з головних замовників обчислювань були 

армія і військово-морський флот, які потребували 

таблиці для артилерії, навігації та ін. В період Дру-

гої Світової війни люди-комп'ютери розраховували 

балістичні траєкторії, розповсюдження ударної хви-

лі, навантаження на планери, навігаційні таблиці, 

ефективні плани бомбардувань, оптимальні вироб-

ничі стратегії і можливі ключі шифрування [32]. 

Найважливішу роль зіграли обчислювачі в створен-

ні атомної бомби і освоєнні космосу. У 2018 році 

відзначила свій сторічний ювілей Кетрін Джонсон 

(Katherine Johnson) (26.08.1918-24.02.2020), людина-

комп'ютер NASA, без якої не відбулися б перші 

польоти американців у космос.  

Навіть після масового розповсюдження ЕОМ 

люди-комп’ютери залишалися затребуваними ще 

впродовж ряду років. Як відзначено в роботі [32], 

вони виконували такі завдання, як управління обчи-

слювальними машинами, або перевірка комп'ютер-

них програм шляхом перерахунку результатів. Один 

з авторів даного повідомлення, працюючи вже у 

восьмидесяті роки минулого століття в конструк-

торському бюро, ще застав таких людей, останніх 

представників славного загону живих комп'ютерів.  

Висновки 

1. Запропоновано і реалізовано EXCEL-

орієнтовані алгоритми обчислення найбільш поши-

рених спеціальних функцій математичної і теорети-

чної фізики.  

2. Описано способи адаптивного визначення 

кількості інтервалів при чисельному інтегруванні, 

необхідних для досягнення прийнятої точності об-

числень. Для невласних інтегралів запропонована 

процедура їх заміни на інтеграли з кінцевими межа-

ми, які забезпечують проведення обчислень із зада-

ною похибкою.  

3. Запропоновано процедури для визначення 

кількості доданків в n-ій частковій сумі функціона-

льного ряду з нескінченною кількістю доданків, для 

забезпечення необхідної точності обчислень. 

4. Показано, що запропоновані алгоритми за-

безпечують точність обчислень не меншу, ніж пакет 

Mathcad.  

5. Запропоновано і реалізовано алгоритм об-

числення значень функцій, що використовує много-

члени Чебишева. Алгоритм дозволяє використову-

вати його для обчислення значень довільної непере-

рвної функції, заданої користувачем. 
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Excel-oriented calculator for finding the values of some special functions 

of mathematical and theoretical physics 

Svitlana Gadetska, Valeriy Dubnitskiy, Yuri Kushneruk, Alexander Khodyrev, Ihor Cherepnov 

Abstract .  The goal of the work. Development of an EXCEL-oriented calculator for finding the values of special 

functions of mathematical and theoretical physics. Research subject: special functions of mathematical and theoretical phys-

ics. Research method: numerical methods for obtaining values of special functions. The obtained results. EXCEL-oriented 

algorithms for calculating special functions are proposed: for direct and inverse hyperbolic functions, Bessel functions, com-

plete and incomplete gamma functions, polygamma functions, complete and incomplete beta functions and their partial deriv-

atives, Fresnel integrals, integral circular and hyperbolic trigonometric functions, integral exponent, integral logarithm, dilog-

arithm, Clausen function, and associated Clausen function, Lobachevsky function, integral secant function (Sievert function). 

All proposed algorithms use only numerical integration operations (rectangle method) and calculations of finite sums of func-

tional series. The ways for adaptively determining the number of intervals during numerical integration that necessary to 

achieve the accepted calculation accuracy are described. For improper integrals, a procedure for replacing them with ordinary 

definite integrals that ensure calculations with a given accuracy is proposed. The similar procedures for determining the num-

ber of terms in the n-th partial sum of a functional series with an infinite number of terms are proposed. It is shown that the 

proposed algorithms provide calculation accuracy no less than the Mathcad package. An algorithm for calculating function 

values using Chebyshev polynomials is proposed and implemented. The algorithm can be used to calculate the values of an 

arbitrary continuous function specified by the user. 

Key words:  calculation methods; special functions; Chebyshev polynomials. 
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