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ОБЧИСЛЕННЯ РЕЗУЛЬТАТІВ ОСНОВНИХ АРИФМЕТИЧНИХ ДІЙ 

З КВАТЕРНІОНАМИ, ВИЗНАЧЕНИМИ В ІНТЕРВАЛЬНІЙ ФОРМІ 
 

Анотація .  Мета дослідження. Створення EXCEL-орієнтованого калькулятора для визначення результатів осно-

вних арифметичних дій з кватерніонами, які задані гіперболічними інтервальними числами. Предмет дослідження. 

Множина кватерніонів і арифметичні дії, які визначені на цій множині. Метод дослідження. Алгоритмічний і чисе-

льний аналіз процедур виконання основних арифметичних дій з кватерніонами, заданими гіперболічними інтерва-

льними числами. Результати дослідження. Наведено визначення кватерніону, коефіцієнти при ортах якого є інтер-

вальними числами. Отримано співвідношення для визначення в інтервальній формі таких характеристик, як: норма 

кватерніону, модуль кватерніону, модуль векторної частини кватерніону, аргумент кватерніону, знак кватерніону. 

Отримано співвідношення для визначення в інтервальній формі основних арифметичних дій: суми кватерніонів, рі-

зниці кватерніонів, множення сталої величини на кватерніон, скалярного добутку кватерніонів, добутку векторних 

частин кватерніонів, добутку кватерніонів, векторного добутку кватерніонів, лівостороннього та правостороннього 

ділення кватерніонів. Отримано співвідношення для обчислення визначників другого порядку, елементи яких ви-

значено в інтервальній формі. Отримано співвідношення для наближеного обчислення визначників довільного по-

рядку, елементи яких визначено в інтервальній формі. Показано, що операції множення (ділення) інтервальних чи-

сел та піднесення їх до цілочисельного степеня доцільно виконувати, коли вони мають гіперболічну форму. Опера-

цію додавання (віднімання) доцільно виконувати з інтервальними числами, поданими в класичній формі або в сис-

темі ЦЕНТР-РАДІУС. Останню форму бажано використовувати у випадку визначення коефіцієнтів ортів кватерні-

ону за результатами технологічних розрахунків. Наведено скрін-копії формул для визначення векторного добутку 

кватерніонів за умови, що коефіцієнти при їх ортах представлено інтервальними числами. 

Ключові  слова :  кватерніони; арифметичні дії з кватерніонами; інтервальні числа. 

 

Вступ 

Співвідношення  

 0

1

n

s s
s

G a a i

=

= + ,  (1) 

в якому 0a , sa , 1,2,...,s n=  – дійсні числа, si  – 

спеціальні символи (уявні одиниці), називають гіпе-

ркомплексним числом. Властивості цих чисел розг-

лянуто в  1 . Якщо 

 oG a= , 

1

0
n

s s
s

a i

=

= ,  (2) 

то отримаємо дійсне число. Якщо 

 0 1G a a i= + , 

2

0
n

s s
s

a i

=

= , 
2 1i = − ,  (3) 

то отримаємо комплексне число. Якщо  

 0 0a = , 

4

0
n

s s
s

a i

=

= ,  

 1 1 2 2 3 3a i a i a i= + +G = 1 2 3a i a j a k+ +   (4)  

і вектори ,i  j , k  взаємно ортогональні, то спів-

відношення (4) визначає вектор в евклідовому прос-

торі. Правила дій з векторами докладно викладено в 

багатьох підручниках, наприклад в [2]. 

Далі розглянемо вектори А= 1 2 3a i a j a k+ +  і 

B= 1 2 3b i b j b k+ + . Таблицю Келі для скалярного 

добутку векторів ,i  j , k  наведено в табл. 1. 

 

Таблиця 1 – Таблиця Келі для скалярного добутку 

векторів 

Множник 
Множене 

i  j  k  

i  1 0 0 

j  0 1 0 

k  0 0 1 

 

Ця таблиця визначає скалярний добуток векто-

рів А і В у вигляді співвідношення: 

 АВ 1 1 2 2 3 3a b a b a b= + + .  (5) 

Для цих векторів таблицю Келі для векторного 

добутку векторів ,i  j , k  наведено в табл. 2. 

 
Таблиця 2 – Таблиця Келі для векторного добутку 

векторів 

Множник 
Множене 

i  j  k  

i  0 k  - j  

j  - k  0 i  

k  j  - i  0 

©   Гадецька С. В., Дубницький В. Ю., Кушнерук Ю. І., Ходирєв О. І., 2023 



Advanced Information Systems. 2023. Vol. 7, No. 4 ISSN 2522-9052 

22 

Ця таблиця визначає векторний добуток векто-

рів А і В відповідно до співвідношення: 

 
2 3 1 3 1 2

2 3 1 3 1 2

a a a a a a
i j k

b b b b b b
 = − +A B .  (6) 

Якщо співвідношення (1) має вигляд: 

 0 1 1 2 3j ka a i a i a i= + + +G , 0ia  , 1, 2,3i =   (7) 

і для нього має місце табл. 3, то така таблиця визна-

чає кватерніон. 
 

Таблиця 3 – Таблиця Келі для множення кватерніонів  

Множник 
Множене 

1 i  j  k  

1 1 i  j  k  

i  i  -1 k  - j  

j  j  - k  -1 i  

k  k  j  i  -1 

 

Детально особливості виконання основних 

арифметичних операцій з кватерніонами розглянуто 

в [1, 3, 4, 5]. Для подальшого викладу матеріалу бу-

де використано методику подання кватерніонів, яку 

описано в [4].  

На думку авторів даного повідомлення, вона 

найбільш зручна для програмування операцій з ква-

терніонами в системі EXCEL. 

Відповідно до [4] кватерніоном називають впо-

рядковану четвірку дійсних чисел: 

 Q  0 1 2 3, , ,q q q q= .  (8) 

В кватерніоні (8) розрізняють скалярну частину  

 scalq= 0q   

і векторну частину  

 vectq=q  1 2 3, ,q q q= ).  

Кожен кватерніон може бути визначений хара-

ктеристиками норми, модуля, модуля векторної час-

тини і аргументу. 

Норма кватерніона визначена співвідношенням 

вигляду:  

 || Q ||
2 2 2 2
0 1 2 3q q q q= + + + =

3
2

0

i
i

q

=

 .  (9) 

Модуль кватерніона визначено співвідношенням: 

 | Q |
2 2 2 2
0 1 2 3q q q q= + + + =

3
2

0
i

i

q

=

 .  (10) 

Модуль векторної частини кватерніона визначено 

співвідношенням: 

  | q | =
2 2 2
1 2 3q q q+ + = 

3
2

1
i

i

q

=

 .  (11) 

Аргумент кватерніона визначено співвідношенням: 

 
2 2 2

0 0 1 2 3arg arg q i q i q q q =  +  = + + + =    
Q q   

 =arg
3

2
0

1
i

i

q i q

=

 
 +
 
 

 , 
2 1i = − .  (12) 

Співвідношення (9)…(12) представлені у тако-

му вигляді для зручності виконання їх інтервального 

розширення [14]. Знаком кватерніона називають 

співвідношення: 

0 1

2 2 2 2 2 2 2 2
0 1 2 3 0 1 2 3

32

2 2 2 2 2 2 2 2
0 1 2 3 0 1 2 3

Sign

, ,

.

,

q q
i

q q q q q q q q

qq
j k

q q q q q q q q

= =

 
 

+ + + + + + 
=  
 
 

+ + + + + + 

Q
Q

Q

 (13) 

Суму (різницю) кватерніонів Q і P  

 Q  P=С  

визначають відповідно до співвідношення: 

 

0 0 0

1 1 1

2 2 2

3 3 3

q p c

q p c

q p c

q p c

   
   


   =
   
   

   

.  (14) 

Множення сталої величини на кватерніон 

(аQ=Qa=С) визначають відповідно до співвідно-

шення: 

 

0 0

1 1

2 2

3 3

aq c

aq c

aq c

aq c

   
   
   =
   
   
   

.  (15) 

При виконанні операції добутку кватерніонів 

необхідно звертати увагу на її некомутативність, 

тобто P Q  Q P.  

Результат операції множення P Q отримують 

за співвідношенням: 

 P Q=( 0 0p q -pq) + (( 0p q+ 0q p)+(p q)).  (16) 

У співвідношенні (16) прийнято, що 

pq=vectp·vectq – скалярний добуток векторних час-

тин кватерніонів, який виконується за співвідно-

шенням (5), p q = vectp vectq – векторний добу-

ток векторних частин кватерніонів, який виконують 

згідно із співвідношенням (6). В результаті отриму-

ємо кватерніон, скалярна частина якого дорівнює 

доданку в першій дужці співвідношення (16), векто-

рна частина відповідає доданку в другій дужці цього 

ж співвідношення.  

Кватерніоном, спряженим по відношенню до 

кватерніону (8), називають впорядковану четвірку 

дійсних чисел: 

  0 1 2 3, , ,q q q q= − − −Q .  (17) 

При виконанні операції ділення необхідно бра-

ти до уваги некомутативність операції множення. 

Правила виконання операції ділення наведено в 

табл. 4.  
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Таблиця 4 – Правила виконання операції ділення 

Тип операції 
Начальне  

рівняння 

Розв’язок  

рівняння 

Лівостороннє ділення P X=Q XЛ=||P||-1P̅ Q 

Правостороннє ділення X P=Q XП==||P||-1P Q̅ 

 

Векторний добуток кватерніонів, визначений 

для трьох співмножників, обчислюють згідно із 

співвідношенням, наведеним в [13, с. 47]:  

 P Q H = 0 1 2 3D iD jD kD− + − .  (18) 

Правило обчислення значень коефіцієнтів при 

ортах векторного добутку кватерніонів наведено в 

табл. 5. 

 
Таблиця 5 – Правило обчислення коефіцієнтів при 

ортах векторного добутку кватерніонів  

1 2 3

0 1 2 3

1 2 3

p p p

D q q q

h h h

=  

0 2 3

1 0 2 3

0 2 3

p p p

D q q q

h h h

=  

0 1 3

2 0 1 3

0 1 3

p p p

D q q q

h h h

=  

0 1 2

3 0 1 2

0 1 2

p p p

D q q q

h h h

=  

 

В  4  доведено ізоморфізм між алгеброю ква-

терніонів (8) і алгеброю матриць, вид яких визначе-

но співвідношенням: 

 Q=

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

q q q q

q q q q

q q q q

q q q q

− − − 
 

−
 
 −
 

− 

.  (19) 

Визначення цієї алгебри і її властивості викла-

дено в [5]. Це істотно полегшує програмування об-

числень тому, що матричні операції вбудовано в 

систему EXCEL. 

Аналіз літератури. Застосування кватерніонів 

при проектуванні механізмів, зокрема, гнучких ва-

лів, розглянуто в [4]. В [6] розглянуто використання 

кватерніонів для вирішення задач машинної графі-

ки. Застосування кватерніонів для опису кінематики 

тіл, що обертаються, описано в [7]. В [8, 9] наведено 

відомості про спеціалізовані програмні продукти на 

платформі MAPLE і призначені для виконання об-

числювальних операцій з кватерніонами.  

Платформа MAPLE вельми коштовна і вимагає 

від користувача спеціальної підготовки в області 

програмування. На думку авторів даного повідом-

лення, якщо немає необхідності обчислювати зна-

чення аналітичних функцій від кватерніонної змін-

ної, то слушно використовувати для обчислень сис-

тему EXCEL. Використання MS Excel для побудови 

калькулятора обумовлено широким розповсюджен-

ням цієї платформи, великим набором вбудованих 

функцій і доступним інструментарієм VBA для по-

будови як форм, так і макросів для їх обслуговуван-

ня. Використання цих форм для введення вихідних 

даних і виведення результатів обчислення спрощує 

діалог користувача з програмою і зменшує вірогід-

ність помилок. 

В [10] показано, що в тих випадках, коли роз-

рахунковим даним властива нестохастична невизна-

ченість, доцільно використовувати для обчислень 

інтервальні числа. В даній роботі використовували 

інтервальні числа, які задані в гіперболічній формі.  

У цьому варіанті інтервальне число x  запису-

ють у вигляді: 

 ( )x ch sh= +     , 
2 1= .  (20) 

Тоді співвідношення (20) можна розглядати як 

окремий випадок гіперкомплексного числа – по-

двійне число, яке наведено в гіперболічній формі. 

Основні властивості цих чисел детально описано в 

[11]. Зв'язок між арифметикою кватерніонів і ариф-

метикою нечітких чисел був розглянутий в [12]. 

Величину ρ називають гіпермодулем, величину 

φ – аргументом гіперболічного інтервального числа 

(гіперболічного числа). Величини ρ і φ визначають 

за співвідношеннями: 

 1 2a a= ; 2

1

1
ln

2

a

a
= .  (21) 

В (21) прийнято, що 1a , 2a  – межі інтерваль-

ного числа А, визначеного в класичній формі. Дійс-

не інтервальне число [А] будемо визначати у вигля-

ді пари дійсних чисел: 

 [A]=
1 2

( , )a a , 1 20 a a  .  (22) 

Із співвідношення (21) виходить, що гіпермо-

дуль – це середня геометрична величина меж інтер-

валу. Правила виконання основних арифметичних 

дій з інтервальними числами, представленими в гі-

перболічній формі, показано в табл. 6. 

 
Таблиця 6 – Способи виконання основних арифметичних 

дій з інтервальними числами, які 

представлено в гіперболічній формі 

№ 
Арифметична  

операція 

Співвідношення,  

яке її реалізує 

1 x y+  ( ) ( )ch ch sh sh   +    +     +     

2 x y−  ( ) ( )ch ch sh sh   −    +     −     

3 x y  ( ( ) ( ))ch sh  +  +    +   

4 
1

x
 

1
( ( ) ( )).ch sh− +   −


 

5 
x

y
 ( ( ) ( ( ))ch sh


 − +    −


 

6 nx  ( ( ) ( ))n ch n sh n  +     

7 c x  ( ( )) ( )c ch sh         

8 cx  ( ).c ch sh  +     

9 
x

c
 ( )ch sh

c


 +     

10 
c

x
 ( ).

c
ch sh −   


 

11 x  
2 2

ch sh
  

 +   
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Комбінація цих арифметичних дій надає мож-

ливість виконати всі арифметичні дії з кватерніона-

ми, які вказано у співвідношеннях (9)-(18).  

Мета дослідження. Створення EXCEL-

орієнтованого калькулятора для обчислення резуль-

татів основних арифметичних дій з кватерніонами, 

заданими гіперболічними інтервальними числами.  

Предмет дослідження. Множина кватерніонів 

і арифметичні дії, визначені на цій множині. 

Метод дослідження. Алгоритмічний і чисель-

ний аналіз процедур виконання основних арифме-

тичних дій з кватерніонами, заданими гіперболіч-

ними інтервальними числами. 

Отримані результати 

Всі арифметичні операції з кватерніонами, ві-

домості про які наведено в даному повідомленні, 

можна розподілити на унарні та бінарні операції. До 

унарних операцій відносять операції, які визначені 

співвідношеннями (9)...(13) і (15).  

До бінарних відносять операції, які визначені 

співвідношеннями (14), (16), (18) і операцію ділен-

ня. Правила виконання операції ділення визначено в 

табл. 4.  

У роботі [10] для обчислення значень функцій 

комплексної змінної з інтервальним аргументом 

застосували гіперболічні числа та числа, визначені в 

системі ЦЕНТР-РАДІУС.  

Останні, відповідно до [10, 14], визначають у 

вигляді впорядкованої пари дійсних чисел: 

 , aA a r=   (23) 

де 1 2

2

a a
a

+
= ; 2 1

2
a

a a
r

−
= .  (24) 

У подальшому будемо приймати, що ar a . 

Інші випадки в роботі не розглянуто, тому що вони 

не відповідали фізичному змісту задач, які 

розв’язували автори даного повідомлення. Операції 

додавання та віднімання в такому разі виконують 

згідно з правилами, наведеними в [14]: 

 , a bA B a b r r+ = + + ; (25) 

 , .a bA B a b r r− = − +   (26) 

Нами прийнята умова, що межі інтервалів, які 

визначають дані числа, утворені обчислювальними 

помилками, похибками вимірювань або неповним 

знанням області зміни деякої фізичної величини. 

Внаслідок цього повинні виконуватися нерівності:  

 0aa r  , 0bb r  .  (27) 

У протилежному випадку будемо вважати, що 

задача в межах наших уявлень про об'єкт дослі-

дження фізичного змісту не має.  

Із співвідношень, наведених в табл. 6 та (25), 

(26), випливає, що виконання операцій множення, 

ділення, піднесення до цілочисельного степеня і 

добування кореня раціонального степеня доцільно 

виконувати з інтервальними числами, визначеними 

в гіперболічній формі. Операції додавання і відні-

мання доцільно виконувати з інтервальними числа-

ми, визначеними в системі ЦЕНТР-РАДІУС. Зв'язки 

між різними формами подання інтервальних чисел 

показано в табл. 7 і 8. 

 
Таблиця 7 – Пряма форма подання  

інтервального числа  

Класична  

форма 

Система 

Центр-Радіус 

Гіперболічна  

форма 

Стовпчик 1 Стовпчик 2 Стовпчик 3 

  1 1 2( , )A a a=   2( , ),aA a r=   3( , )x =     

1 2( , )a a  

1 2a a  

1 2

2

a a
a

+
= , 

2 1

2
a

a a
r

−
=  

1 2a a = , 2

1

1
ln

2

a

a
 =  

ar

sh
 =


, arArcth

a

 
 =  

 
 

 
Таблиця 8 – Обернена форма подання 

інтервального числа 

Класична 

 форма 

Система  

Центр-Радіус 

Гіперболічна  

форма 

Стовпчик 1 Стовпчик 2 Стовпчик 3 

  1 1 2( , )A a a=   2( , ),aA a r=   3( , )x =     

1 aa a r= − , 

2 aa a r= +  a

a ch

r sh

=   


=   
 ( )x ch sh=   +     

 
Якщо початковими даними служать значення 

меж інтервального числа, то спосіб визначення його 

параметрів в системі ЦЕНТР-РАДІУС приведено в 

табл. 7, стовпчик 2.  

Параметри інтервального числа, визначеного в 

гіперболічній формі, обчислюють використовуючи 

перший рядок в табл. 7, стовпчик 3. 

Якщо початковими даними служать центр і ра-

діус інтервального числа, то параметри інтервально-

го числа, визначеного в гіперболічній формі, обчис-

люють використовуючи другий рядок в табл. 7, сто-

впчик 3. 

Якщо інтервальне число визначене в гіперболі-

чній формі, то для переходу до решти форм викори-

стовують табл. 8. 

На рис. 1 показано таблицю з формулами, ада-

птованими до вигляду, представленому у таблицях 7 

і 8 за рахунок заміни стандартних посилань на комі-

рки іменами, які їм присвоєно за допомогою інстру-

мента "Задати ім'я".  

За допомогою стандартного інструменту "Пе-

ревірка даних", вікно налаштування якого показано 

на рис. 2, передбачено автоматичну перевірку умо-

ви, записаної у комірці В5 при введенні числових 

даних для обчислення.  

Якщо значення а2 (у комірці В4) виявиться 

меншим або рівним а1 (у комірці В3), введення чис-

ла блокується, і на екран виводиться повідомлення, 

яке показане на рис. 3. 
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Рис. 1. Скрін-копія аркуша з таблицею з розрахунковими формулами 

(Fig. 1. Screenshot a copy with table with calculation formulas) 

 

 

Рис. 2. Вікно налаштування перевірки початкових 

 значень даних при їх введенні у комірки таблиці 

(Fig. 2. Screenshot – a copy with window for checking the 

initial data values when they are entered into table cells) 

 

 

Рис. 3. Повідомлення про помилку при введенні  

початкових даних (Fig. 3. Screenshot a copy with error  

message when entering initial data) 

 

Розглянемо виконання унарних операцій. Для 

цього приймемо наступне припущення. Якщо кіль-

кість інтервальних чисел більше одиниці, то будемо 

використовувати таку символіку:  

   1 2( ( ), ( ))
i

A a i a i= = ( ( ), ( ))aa i r i = 

 ( ( ) ( ))i i ich sh+     ; i =0,1,.,n.  (28) 

Інтервальне розширення (28), приймаючи до 

уваги (21), набуде вигляду: 

  

2

1
1 2

2

1

( )1
ln

2 ( )
( ) ( ) .

( )1
ln

2 ( )

i

a i
ch

a i
A a i a i

a i
sh

a i

  
+  

  
=  

  +    
  



  (29) 

Використовуючи результати, наведені в [10, 15], 

співвідношення (21)...(24), (29) і співвідношення, яке 

наведено в табл. 6, №6 і табл. 7, отримаємо співвідно-

шення для інтервального розширення норми кватерні-

ону (9), представленої в системі ЦЕНТР-РАДІУС: 

 

3
2

1 2
10

3
2

1 2
10

( )
( ) ( ) ln ,

( )

( )
( ) ( ) ln

( )

i

i

a i
a i a i ch

a i

a i
a i a i sh

a i

=

=

 
  

 
=

 
  

 





Q .  (30) 

Співвідношення (30) дозволяє визначити центр 

( )a ek  і радіус ( )ar ek  норми кватерніона, заданої в 

системі ЦЕНТР-РАДІУС: 

 
3

2
1 2

10

( )
( ) ( ) ( ) ln

( )
i

a i
a ek a i a i ch

a i
=

 
=   

 
 ; 

 ( )ar ek =
3

2
1 2

10

( )
( ) ( ) ln

( )
i

a i
a i a i sh

a i
=

 
  

 
 .  (31) 

Для визначення інтервально визначеної норми 

кватерніону у формі гіперболічного числа, викорис-

товуючи табл. 8, розглянемо систему: 

 
( ) ( ) ( ( ))

( ) ( ) ( ( ))a

a ek ek ch ek

r ek ek sh ek

= 


= 

 

 
.  (32) 

Її корені: 

  
( )

( )
( )

ar ek
ek Arcth

a ek

 
=  

 
 , 

( )
( )

( ( ))

ar ek
ek

sh ek
=


  (33) 

визначають аргумент і гіпермодуль норми кватерні-

она, визначеного в гіперболічній формі. Інтерваль-

ний модуль кватерніона (10), використовуючи 

(30)…(32) і табл. 6, №11, у гіперболічній формі буде 

таким: 

( )1

2 ( )( )

( ( )) ( )1

2 ( )

a

a

a

r ek
ch Arcth

a ekr ek

sh ek r ek
sh Arcth

a ek

   
+   

   
=  

   +     
   

Q




. (34)  

Для обчислення інтервального розширення мо-

дуля векторної частини кватерніона (11) використа-
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ємо співвідношення (30)…(34). В системі ЦЕНТР-

РАДІУС характеристики модуля векторної частини 

кватерніону такі:  

 
3

2
1 2

10

( )
( ) ( ) ( ) ln

( )
i

a i
a ekv a i a i ch

a i
=

 
=   

 
 ; 

 ( )ar ekv =
3

2
1 2

10

( )
( ) ( ) ln

( )
i

a i
a i a i sh

a i
=

 
  

 
 .  (35) 

Для обчислення інтервально визначеної норми 

векторної частини кватерніона у формі гіперболічного 

числа, використовуючи табл. 8, складемо систему: 

 
( ) ( ) ( ( ))

( ) ( ) ( ( ))a

a ekv ekv ch ekv

r ekv ekv sh ekv

= 


= 

 

 
.  (36) 

Співвідношення  

 
( )

( )
( )

ar ekv
ekv Arcth

a ekv

 
=  

 
 ; 

( )
( )

( ( ))

ar ekv
ekv

sh ekv
=


 (37) 

визначають аргумент і гіпермодуль норми векторної 

частини кватерніону, визначеної в гіперболічній 

формі. Інтервальний модуль векторної частини ква-

терніону (11) в гіперболічній формі набере вигляду: 

( )1

2 ( )( )
.

( ( )) ( )1

2 ( )

a

a

a

r ekv
ch Arcth

a ekvr ekv

sh ekv r ekv
sh Arcth

a ekv

   
+   

   
=  

   +     
   

q




 (38) 

Аргумент кватерніона (12) в інтервальній фор-

мі визначимо таким співвідношенням: 

 arg <Q>= arg[<q0>+i<q>], 
2 1i = − .  (39) 

Обчислення аргументу комплексного числа 

(39), заданого в інтервальному вигляді, детально 

розглянуто авторами даного повідомлення в [15]. 

Для отримання інтервального розширення зна-

ку кватерніону (13) розглянемо інтервальне розши-

рення коефіцієнтів кватерніону ik , 0,...,3.i =  Вико-

ристовуючи (13) і (34) отримаємо ( 0,...,3i = ): 

2

1
1 2

2

1

( )1
ln

2 ( )
( ) ( )

( )1
ln

2 ( )
( ) ,

( )1

2 ( )( )

( ( )) ( )1

2 ( )

a

a

a

q i
ch

q i
q i q i

q i
sh

q i
k i

r ek
ch Arcth

a ekr ek

sh ek r ek
sh Arcth

a ek

  
+  

  
 

 
 +    

  
=

   
+   

   
 

   +     
   






 (40) 

Використовуючи табл. 6, №5, гіпермодуль гі-

перболічного інтервального числа отримаємо у ви-

гляді: 

 1 2( ) ( ) ( ( ))
( )

( )a

q i q i sh ek
i

r ek


=


 , 0,...,3.i =   (41) 

Аргумент гіперболічного інтервального числа 

отримаємо у вигляді: 

 2

1

( )( )1
( ) ln

2 ( ) ( )

ar ekq i
i Arcth

q i a ek

  
= −  

  
 .  (42) 

Таким чином інтервальне розширення (13) на-

буде вигляду: 

 < Sgn Q >=

(0)( ( (0))) ( (0)),

(1)( ( (1)) ( (1)) ),

(2)( ( (2)) ( (2)) ),

(3)( ( (3)) ( (3)) )

ch sh

ch sh i

ch sh j

ch sh k

+  
 

+   
 +  
 
 +   

   

   

   

   

. (43) 

Розглянемо виконання бінарних операцій. Опе-

рацію додавання кватерніонів < Q > і <Р> за умо-

вою, що коефіцієнти при їх ортах задані інтерваль-

ними числами, визначеними в системі ЦЕНТР-

РАДИУС, передбачено виконувати таким чином. 

Використовуючи (14) і (24), отримаємо: 

 < Q > + <Р> =

0 0 0 0

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

( ), ( )

( ), ( )

( ), ( )

( ), ( ) .

q p

q p

q p

q p

q p r r

q p r r i

q p r r j

q p r r k

+ + +

+ + +  +

+ + +  +

+ + + 

  (44) 

Різницю кватерніонів < Q > і <Р> за такими ж 

умовами визначимо за співвідношенням: 

 

0 0 1 1

1 10 0

3 32 2

2 2 3 3

( ), ( ),

( )( )

( ),( ),
.

( ) ( )

–
q pq p

q p q p

q p q p
i

r rr r

q pq p
j k

r r r r

− −
+  +

++

−−
+ 

=

 +
+ +

Q Р

 (45) 

Множення сталої величини на кватерніон  

(αQ =Qα =С), якщо його коефіцієнти визначено в 

інтервальній формі, визначають відповідно до спів-

відношення (15) та табл. 6, №8: 

  <Q>= ( )0 0 0( ( ) ( ))q qq ch sh+     +  

 + ( )1 1 1( ( ) ( ))q qq ch sh i +       +  

 + ( )2 2 2( ( ) ( ))qq ch sh j +       + 

 + ( )3 3 3( ( ) ( ))q qq ch sh k +       .  (46) 

Для виконання операції добутку кватерніонів, 

визначеної у співвідношенні (16), необхідно обчис-

лити значення скалярного добутку векторних частин 

кватерніонів-співмножників, добуток векторної час-

тини кватерніону на сталу величину - відповідно до 

співвідношення (46), векторний добуток векторних 

частин кватерніонів-співмножників. Для останньої 

операції необхідно обчислити величини визначників 

другого порядку. 

Скалярним добутком кватерніонів [13, с. 41] 

називають співвідношення:  

 P·Q = 0 0 1 1 2 2 3 3p q p q p q p q+ + + .  (47) 
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Всі ці операції необхідно виконати за умови, 

що їх елементи представлено в інтервальному ви-

гляді.  

Як відомо, наприклад, з роботи [16], визначни-

ком квадратної матриці A= ( )ija  порядку n назива-

ють величину, яку обчислюють за співвідношенням:  

 det( )ijD a= =   

1 2

1 2

1 2
1 21 2 ...

...

1 2 ...
...

... n

n

i i i n
nn

i i i

n
sign a a a

i i i
 
 
 

 
 

 
 .  (48) 

У співвідношенні (48) прийнято, що суму ви-

значають по всіх підстановках 
1 2

1 2 ...

... n

n

i i i

 
 
 

 із 

nS . У свою чергу nS – це множина всіх підстановок 

на множині  1,2,...,n  перших n натуральних чисел.  

Порівнюючи співвідношення (47) і (48) із ви-

значенням позиномів, прийнятим в геометричному 

програмуванні [17], і визначенням виробничої фун-

кції з постійним коефіцієнтом еластичності замі-

щення [18], необхідно відзначити наступне. Загаль-

ним завданням при виконанні інтервального розши-

рення цих функцій буде завдання отримання інтер-

вального розширення функції:  

 

1

i
n

i
i

G g

=

=


.  (49) 

Для 0i   її розв’язок розглянуто в [19]. У да-

ній роботі приймемо, що 1i = , i =1,2,…, n. Ви-

користовуючи (20), кожний із співмножників у (49) 

в гіперболічній формі виглядатиме так: 

 ( )i ig g=  ( ( ( ))ich g +  ( ( ))ish g ).  (50) 

Співвідношення (49), використовуючи табл. 6 

№ 3, набуде вигляду: 

 ( )
1

n

i

i

G g

=

= (

1

( ( ))
n

i
i

ch g

=

 + 

1

( ( ))
n

i
i

sh g

=

 ). (51) 

У системі ЦЕНТР-РАДІУС центр співвідно-

шення (51), величина Ga  і його радіус та величина 

aGr  приймуть вигляд: 

 Ga = ( )
11

( ( )
n n

i i
ii

g ch g

==

   ), 

 aGr = ( )
11

( ( )
n n

i i
ii

g sh g

==

   ).  (52) 

Для отримання інтервального розширення ви-

конання операції множення кватерніонів (16) прий-

мемо, що 0 1 2 3( , , , )V p p p p= .  

Тоді кватерніон  

 0 1 2 3p p i p j p k= + + +P ;  (53) 

кватерніон  

 0 1 2 3q q i q j q k= + + +Q .  (54) 

В інтервальному вигляді в системі ЦЕНТР-

РАДІУС кватерніони P і Q приймуть такий вигляд: 

 <P> = 0 0 1 1( ), ( ) ( ), ( )a p r p a p r p i+ + 

 + 2 2 3 3( , ( ) ( ), ( )a p r p j a p r p k+ ;  (55) 

 <Q> = 0 0 1 1( ), ( ) ( ), ( )a q r q a q r q i+ + 

 + 2 2 3 3( ), ( ) ( ), ( )a q r q j a q r q k+ .  (56) 

Їх добуток в гіперболічному вигляді та в сис-

темі ЦЕНТР-РАДІУС буде таким: 

 
( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( )

i i i i

i i i i

p q ch

p q sh

+
=

+
P Q

   

   
, i=0,1,2,3. (57) 

Для отримання (57) було використано співвід-

ношення (23) та табл. 6, №3.  

Перший доданок в (16), в системі ЦЕНТР-

РАДІУС, прийме вигляд: 

 <B>=< 0 0p q > – <pq>.  (58) 

Центр цього співвідношення, приймаючи до 

уваги (25) і (26), визначимо так:  

 B= 0 0 0 0( ) ( ) ( )p q ch +    –  

 –
3

1

( ) ( ) ( )i i i i
i

p q ch

=

+    .  (59)  

Радіус співвідношення (59) набуде вигляду: 

 Br = 0 0 0 0( ) ( ) ( )p q sh +    + 

 +
3

1

( ) ( ) ( )i i i i
i

p q sh

=

+    . (60) 

Другий доданок в (16), в системі ЦЕНТР-

РАДІУС, прийме вигляд: 

 0p q+ 0q p= ( )0 1 0 1p q q p i+  +  

 + ( )0 2 0 2p q q p j+  + ( )0 3 0 3p q q p k+  .  (61) 

Отримаємо в системі ЦЕНТР-РАДІУС співвід-

ношення: 

<C>=< 0 1p q > = 
( )

( )

0 1 0 1

0 1

( ) ( ) ( ( ) ( )

( ) ( )

p q ch p q

sh p q

 + +
 
 +  + 

   

  
= 

 =
0 1 0 1

0 1 0 1

( ) ( )( ( ( ) ( )),

( ) ( ) ( ( ) ( ))

p q ch p q

p q sh p q

+

 +

   

   
.  (62) 

Використовуючи табл. 8, стовпчик 2, співвід-

ношення (62) представимо у вигляді: 

 <C>=< 0 1p q >= ,C Ca r ,  (63) 

де: 

 Ca = 0 1 0 1( ) ( )( ( ( ) ( ))p q ch p q+    ;  (64) 

 Cr = 0 1 0 1( ) ( )( ( ( ) ( ))p q sh p q+    .  (65) 

Для співвідношень типу (62) подібне подання 
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результатів обчислень прийняте надалі за замовчен-

ням. Для зручності організації обчислювального 

процесу введемо проміжні змінні у вигляді попар-

них добутків, визначених в системі ЦЕНТР-

РАДІУС:  

 <D>=< 1 0p q > = < 1 0 1 0( ) ( )( ( ( ) ( ))p q ch p q+    ,  

 1 0 1 0( ) ( ) ( ( ) ( ))p q sh p q +    >;  (66)  

 <E>=< 0 2p q > = < 0 2 0 2( ) ( )( ( ( ) ( ))p q ch p q+    ,  

 0 2 0 2( ) ( ) ( ( ) ( ))p q sh p q +    >;  (67) 

 <F>=< 2 0p q > = < 2 0 2 0( ) ( )( ( ( ) ( ))p q ch p q+    ,  

 2 0 2 0( ) ( ) ( ( ) ( ))p q sh p q +    >;  (68) 

 <K>=< 0 3p q >= < 0 3 0 3( ) ( )( ( ( ) ( ))p q ch p q+    ,  

 0 3 0 3( ) ( ) ( ( ) ( ))p q sh p q +    >;  (69) 

 <H>=< 3 0p q >= < 3 0 3 0( ) ( )( ( ( ) ( ))p q ch p q+     , 

 3 0 3 0( ) ( ) ( ( ) ( ))p q sh p q +    >.  (70) 

Для зручності програмної реалізації цих обчис-

лень зведемо їх у табл. 9.  

 

Таблиця 9 – Інтервальні значення попарних доданків, що виникають при множенні кватерніонів 

Умовне визначення доданків Обчислення центру доданків Обчислення радіусу доданків 

<C> ca = 0 1 0 1( ) ( )( ( ( ) ( ))p q ch p q   +  , cr = 0 1 0 1( ) ( ) ( ( ) ( ))p q sh p q    +   

<D> Da = 1 0 1 0( ) ( )( ( ( ) ( ))p q ch p q   +   Dr = 1 0 1 0( ) ( ) ( ( ) ( ))p q sh p q    +   

<E> Ea = 0 2 0 2( ) ( )( ( ( ) ( ))p q ch p q   +   Er = 0 2 0 2( ) ( )( ( ( ) ( ))p q sh p q   +   

<F> Fa = 2 0 2 0( ) ( )( ( ( ) ( ))p q ch p q   +   Fr = 2 0 2 0( ) ( )( ( ( ) ( ))p q sh p q   +   

<K> Ka = 0 3 0 3( ) ( )( ( ( ) ( ))p q ch p q   +   Kr = 0 3 0 3( ) ( )( ( ( ) ( ))p q sh p q   +   

<H> Ha = 3 0 3 0( ) ( )( ( ( ) ( ))p q ch p q   +   Hr = 3 0 3 0( ) ( )( ( ( ) ( ))p q sh p q   +   

 

Другий доданок в (16) в інтервальній формі в 

системі ЦЕНТР-РАДІУС буде таким: 

 < 0p q+ 0q p>= ( ) , ( )C D C Da a r r i + +   + 

 + ( ) , ( )E F E Fa a r r j+ +    +  

 + ( ) , ( )K H K Ha a r r k+ +    . (71)  

Векторний добуток векторної частини кватер-

ніонів P і Q, або третій доданок в (16), представимо 

у вигляді: 

 <p> <q>= 1 2 3

1 2 3

i j k

p p p

q q q

 = 

 = det(1) det(2) det 3)i j k −  +     (72)  

Визначники з (16) приймуть вигляд:  

 
2 3

2 3

det(1)
p p

q q
= ,  

 1 3

1 3

det(2)
p p

q q
= ,   

 1 2

1 2

det(3)
p p

q q
= .  (73)  

Інтервальні розширення діагональних добутків 

визначника det(1)  приведено у співвідношеннях 

(74) і (75):  

 2 3( ,a p q )= 2 3( ) ( )p q  2 3( ( ) ( ))ch p q+  ; 

 2 3( ,r p q )= 2 3( ) ( )p q  2 3( ( ) ( ))sh p q+  ;  (74)  

 3 2( ,a p q )= 3 2( ) ( )p q  3 2( ( ) ( ))ch p q+  ;  

 3 2( ,r p q )= 3 2( ) ( )p q  3 2( ( ) ( ))sh p q+  .  (75) 

Інтервальні розширення діагональних добутків 

визначника det(2)  приведено у співвідношеннях 

(76) і (77):  

 1 3( ,a p q )= 1 3( ) ( )p q  1 3( ( ) ( ))ch p q+  ; 

 1 3( ,r p q )= 1 3( ) ( )p q  1 3( ( ) ( ))sh p q+  ;  (76)  

 3 1( ,a p q )= 3 1( ) ( )p q  3 1( ( ) ( ))ch p q+  ; 

 3 1( ,r p q )= 3 1( ) ( )p q  3 1( ( ) ( ))sh p q+  .  (77) 

Інтервальні розширення діагональних добутків 

визначника det(3)  приведено у співвідношеннях 

(78) і (79):  

 1 2( ,a p q )= 1 2( ) ( )p q  1 2( ( ) ( ))ch p q+  ; 

 1 2( ,r p q )= 1 2( ) ( )p q  1 2( ( ) ( ))sh p q+  ;  (78)  

 2 1( ,a p q )= 2 1( ) ( )p q  2 1( ( ) ( ))ch p q+  ; 

 2 1( ,r p q )= 2 1( ) ( )p q  2 1( ( ) ( ))sh p q+  .  (79) 

Центри і радіуси доданків співвідношення (72) 

показані в табл. 10. 

Послідовно виконуючи дії, вказані у співвід-

ношеннях (60)…(79) отримаємо величину добутку 

кватерніонів, поданого в інтервальному вигляді. 
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Таблиця 10 – Центри та радіуси векторного добутку векторної частини кватерніонів 

Визначник Центр визначника Радіус визначника 

<det1> (det(1))a = 2 3( ,a p q )- 3 2( ,a p q )) (det(1))r = ( 2 3( ,r p q )+ 3 2( ,r p q )) 

<det2> (det(2))a = 1 3( ,a p q )- 3 1( ,a p q )) (det(2))r = 1 3( ,r p q )+ 3 1( ,r p q )) 

<det2> (det(3))a = 1 2( ,a p q )- 2 1( ,a p q )) (det(3))r = 1 2( ,r p q )+ 2 1( ,r p q )) 

 

Правила виконання операції ділення приведені 

в табл. 4. Операція ділення полягає в послідовному 

виконанні визначення величини, зворотній нормі 

кватерніона і множенні її на добуток кватерніонів, 

один з яких спряжений. Загальний вигляд спряжено-

го кватерніона наведено в (17).  

Визначення в інтервальному вигляді норми 

кватерніона наведено в (30) … (33). Зважаючи на 

табл. 6 №4 і (33), отримаємо: 

 ||P||-1 =

( )
(

( )( ( ))

( ) ( )
(

( )

a

a a

r ek
ch Arcth

a eksh ek

r ek r ek
sh Arcth

a ek

  
− +  

  
  
 +  −   

  





.  (80) 

Найбільш трудомісткою при обчисленні векто-

рного добутку кватерніонів (18) буде процедура об-

числення визначника третього порядку з інтерваль-

но визначеними елементами. Співвідношення (18) 

запишемо у вигляді: 

 det( )ijD a= =  

 

1 2

1 21 2 ... 1

...

1 2 ...

... u

n

n

i u
nn u

i i i

n
sign a

i i i
  =
 
 

 
 

 
  .  (81) 

У співвідношенні (81) прийнято, що: 

 
1 21 2

1

...
n u

n

i i i n i u

u

a a a a

=

= .  (82) 

Ліву межу чисельного значення визначника 

(81), визначену в системі ЦЕНТР-РАДИУС обчис-

лимо по співвідношенню: 

 

( )

1 2

1 21 2 ...

...

1

1 2 ...

...

;

n

u u

L
nn

i i i

n

i u i u

u

n
D sign

i i i

a r

 
 
 

=

 
=  

 

 −





 (83) 

таку ж межу, визначену у вигляді гіперболічних 

чисел, обчислимо за співвідношенням: 

 

( )( )

1 2

1 21 2 ...

...

1

1 2 ...

...

( ) ( ) .

n

u u u

L
nn

i i i

n

i u i u i u

u

n
D sign

i i i

a ch sh

 
 
 

=

 
=  

 

 −



  

  (84) 

Праву межу чисельного значення визначника 

(81), визначену в системі ЦЕНТР-РАДИУС, обчис-

лимо за співвідношенням: 

 

( )

1 2

1 21 2 ...

...

1

1 2 ...
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n

u u

R
nn
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  (85) 

таку ж межу, визначену у вигляді гіперболічних 

чисел, обчислимо за співвідношенням: 

 

( )( )

1 2
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...

1
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( ) ( ) .

n
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 +



   

  (86)  

Чисельне значення визначника у вигляді інтер-

вального числа, визначеного в класичній формі, 

отримаємо за співвідношенням (87):  

 [ ] [min( , ),max( , )]L R L RD D D D D= .  (87) 

Для обчислення цих визначників розроблено 

спеціальну процедуру. Введення вихідних даних для 

обчислення визначників організовано у вигляді від-

повідної форми. Після заповнення відповідних полів 

і натиснення кнопки "Обчислити" на ній же виво-

дяться результати обчислення визначників восьми 

матриць, побудованих на основі введених даних 

(рис. 4). Завдяки такому розміщенню є можливість 

коригувати початкові дані, і повторним натиснен-

ням кнопки "Обчислити" отримати нові результати. 

Закривається форма кнопкою "Вийти". 

Поля форми для введення числових даних ма-

ють унікальні імена, які відповідають умовним поз-

наченням. Оскільки для обчислення визначників 

треба скористатися матрицями, побудованими з ви-

хідних даних у різних комбінаціях, слушно для цьо-

го скористатися функціями, які надає Excel. Функція 

ВСТОЛБИК() дозволяє створити вертикальний ма-

сив з окремих даних (значень окремих полів форми), 

а функція ГСТОЛБИК() окремі стовпці, створені 

трьома вкладеними функціями ВСТОЛБИК(), пере-

творює на матрицю, яка передається на вхід функції 

МОПРЕД() для обчислення визначника матриці. 

Слід зауважити, що функції ВСТОЛБИК() – 

англійська версія Vstack() і ГСТОЛБИК() – відпо-

відно Hstack(), з'явилися лише починаючи з MS 

Office версії 365. 
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Рис. 4. Форма для введення вихідних даних  

кватерніонів і обчислення визначників матриць 

(Fig. 4. Screenshot a copy with а form for entering  

quaternion output data and calculating matrix determinants) 

Обчислювальні формули представлено на рис. 5. 

Завдяки використанню вкладених функцій від-

падає необхідність будувати окремі матриці на ар-

куші Excel. Для зручності коміркам таблиці, на які 

посилаються розрахункові формули, надано імена 

близькі до імен полів форми, що дозволяє однознач-

но співставити їх з вихідними даними.  

Розглянемо чисельний приклад. Згідно із спів-

відношенням (18) в класичній інтервальній формі 

векторний добуток кватерніонів, зображених на 

рис. 4, буде наступним:  

[P] [Q] [H] = 

=(1086,2941;1466,7109)- (3298,3216;4453,3834) i + 

+(1320,3575;1782,7425) j -(67,731;83,349) k . 

Використовуючи (22) і (24), величину поля до-

пуску визначимо з співвідношення: 

 2 1

2 1

[ ] ar a a
A

a a a

−
 = =

+
.  (88) 

При підготовці чисельних даних для цього 

прикладу умовно прийнято, що поле допуску інтер-

валу визначення коефіцієнтів при ортах всіх кватер-

ніонів-співмножників - [ ]A =5%. 

 

 
Рис. 5. Формули для обчислення визначників матриць 

(Fig. 5. Screenshot a copy with а Formulas for calculating determinants of matrices) 

 

У цьому випадку поле допуску інтервалу ви-

значення коефіцієнтів при ортах векторного добутку 

кватерніонів – [D] = 35%. Отже, при виконанні 

технологічних розрахунків, зв'язаних з використан-

ням кватерніонів, дослідження впливу похибок ви-

мірювань на результат обчислень стає важливим 

завданням, що вимагає самостійного дослідження. 

Висновки 

1. Наведено визначення кватерніону, коефіці-

єнти при ортах якого є інтервальними числами. 

2. Отримано співвідношення для визначення в 

інтервальній формі таких характеристик, як: норма 

кватерніону, модуль кватерніону, модуль векторної 

частини кватерніону, аргумент кватерніону, знак 

кватерніону. 

3. Отримано співвідношення для визначення в 

інтервальній формі основних арифметичних дій: 

суми кватерніонів, різниці кватерніонів, множення 

сталої величини на кватерніон, скалярного добутку 

кватерніонів, добутку векторних частин кватерніо-

нів, добутку кватерніонів, векторного добутку  

кватерніонів, лівостороннього та правостороннього 

ділення кватерніонів. 

4. Отримано співвідношення для обчислення 

визначників другого порядку, елементи яких визна-

чено в інтервальній формі.  

5. Отримано співвідношення для наближеного 

обчислення визначників довільного порядку, елеме-

нти яких визначено в інтервальній формі.  

6. Показано, що операції множення (ділення) 

інтервальних чисел та піднесення їх до цілочисель-

ного степеня доцільно виконувати, коли вони мають 

гіперболічну форму. Операцію додавання (відні-

мання) доцільно виконувати з інтервальними числа-

ми, які подані у класичній формі або в системі 

ЦЕНТР-РАДІУС. Останню форму бажано викорис-

товувати у випадку визначення коефіцієнтів ортів 

кватерніону за результатами технологічних розра-

хунків. 

7. Наведено скрін-копії формул для визначен-

ня векторного добутку кватерніонів, за умови, що 

коефіцієнти при їх ортах представлено інтервальни-

ми числами. 
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Calculation of the results of basic arithmetic operations with quaternions defined in the interval form 

Svitlana Gadetska, Valeriy Dubnitskiy, Yuri Kushneruk, Alexander Khodyrev 

Abstract .  The goal of the work. Creation of an EXCEL-oriented calculator for determining the results of basic 

arithmetic operations with quaternions, which are given by hyperbolic interval numbers. The subject of research is the set of 

quaternions and arithmetic operations defined on this set. Research method: Algorithmic and numerical analysis of procedures 

for performing basic arithmetic operations with quaternions given by hyperbolic interval numbers. The obtained results. The 

definition of a quaternion, the coefficients of which are interval numbers, is given. It was obtained the ratios for determining in 

the interval form the following characteristics: quaternion norm, quaternion modulus, quaternion vector part modulus, quaternion 

argument, quaternion sign was obtained. It was obtained the ratios for determining in the interval form the following basic 

arithmetic operations: sum of quaternions, difference of quaternions, multiplication of a constant value by a quaternion, scalar 

product of quaternions, product of vector parts of quaternions, product of quaternions, vector product of quaternions, left and 

right division of quaternions. The ratio for calculating the determinants of the second order, the elements of which are defined in 

the interval form, is obtained. The ratio for the approximate calculation of determinants of arbitrary order, the elements of which 

are defined in the interval form, is obtained. It is shown that the operations of multiplication (division) of interval numbers and 

raising them to an integer power are expedient to perform when they have a hyperbolic form. It is advisable to perform the 

addition (subtraction) operation with interval numbers given in the classic form or in the CENTER-RADIUS system. It is better 

to use the last form in the case of determining the coefficients of the quaternions based on the results of technological 

calculations. Screenshots of the formulas for determining the vector product of quaternions are given, provided that the 

coefficients at their orths are represented by interval numbers. 

Keywords :  quaternions; arithmetic operations with quaternions; interval numbers. 
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