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ОБЧИСЛЕННЯ ЗНАЧЕНЬ ФУНКЦІЙ КОМПЛЕКСНОЇ ЗМІННОЇ 

3 ІНТЕРВАЛЬНИМ АРГУМЕНТОМ, ВИЗНАЧЕНИМ В ГІПЕРБОЛІЧНІЙ ФОРМІ  
 

Анотація .  Наведено відомості про інтервальні числа, представлені в класичному вигляді, системі ЦЕНТР – РА-
ДІУС та в гіперболічному вигляді. Запропоновано правила переходу від однієї із форм подання інтервальних чисел 
до інших. Наведено відомості про комплексні інтервальні числа, дійсна і уявна частина яких представлені в гіпер-
болічному вигляді. Описано правила виконання основних арифметичних дій з цими числами та обчислення інтер-

вальних значень показникової, логарифмічної функції, прямих та обернених тригонометричних функцій, прямих та 
обернених гіперболічних функцій. Для функцій комплексного змінного наведено відомості про їхню дійсну та уя-
вну частину. Перелік функцій відповідає функціям комплексного змінного, що входять до системи EXCEL. Отри-
мано співвідношення для визначення дійсної та уявної частини функцій секансу, косекансу, тангенсу та котангенсу 
для кругових тригонометричних та гіперболічних функцій, які були відсутні у найбільш поширеній довідковій лі-
тературі. Наведено приклади, що ілюструють застосування запропонованої методики.  
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Вступ 

На даний час для обчислень, в яких вхідні дані 

обтяжено невизначеністю, що виникає в процесі їх 

отримання, загальноприйняте розрізняти невизначе-

ності типу А і типу В. Відповідно до роботи [1] роз-

різняють невизначеність типу А, яку оцінюють ста-

тистичними методами, та невизначеність типу В, яка 

має ознаки, що притаманні для  нестохастичної не-

визначеності. У цьому випадку використовують  

методи інтервального аналізу [2, 3]. Приклади його 

застосування для розв’язання різноманітних  задач 

та відомості про програми, які призначені для цього, 
описано у роботах [4-8]. Особливо слід зазначити 

застосування інтервальних методів для розв’язання 

деяких задач електротехніки [9, 10]. У зв'язку з цим 

в роботі [11] викладено досвід застосування інтер-

вальних чисел для виконання основних арифметич-

них дій із комплексними числами. Авторам даного 

повідомлення не вдалося знайти в доступній їм літе-

ратурі опис способів застосування інтервальних об-

числень для визначення чисельних значень функцій 

комплексного змінного. 

Аналіз літератури. Відповідно до [2, 3, 12, 13] 
в даній роботі дійсне інтервальне число [А] буде 

визначено у вигляді пари дійсних чисел: 

 [A] = 
1 2

( , )a a  1 20 a a  .  (1) 

Будемо говорити, що умова (1) визначає інтер-

вальне число в класичній формі. Основні арифмети-

чні дії з інтервальними числами в цьому випадку 

виконують за правилами: 

 
    ( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 2

1 1 2 2

, ,

, ;

A B a a b b

a b a b

+ = + =

= + +  

 (2) 

 
    ( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 2

1 2 2 1

, ,

, ;

A B a a b b

a b a b

− = − =

= − −  

;  (3) 

 
    ( )

( )1 1 1 2 2 1 2 2

min( ),max(

, , , ;

A B U U ) , 

U a b a b a b a b

 =

=
;  (4) 

     ( ) ( )  1 2 2 1 1 2/ , 1 ,1 0 ,A B a a b b ,   b b=   .  (5) 

В роботі [3] запропоновано представлення ін-

тервального числа A  у системі ЦЕНТР-РАДІУС 

як упорядкованої пари дійсних чисел: 

 , ,aA a r=   (6) 

де 1 2

2

a a
a

+
= , 2 1

2
a

a a
r

−
= .  (7) 

У подальшому будемо приймати, що ar a . 

Інші випадки в роботі не розглянуто, тому що вони 

не відповідали фізичному змісту задач, які 

розв’язували автори даного повідомлення. Основні 

арифметичні дії з інтервальними числами в системі 
ЦЕНТР-РАДІУС виконують за правилами, наведе-

ними в [9]: 

 , a bA B a b r r+ = + + ; (8) 

 , .a bA B a b r r− = − +   (9) 

У роботі [14] прийнята умова, що межі інтер-

валів, які визначають дані числа, утворені обчислю-

вальними помилками, похибками вимірювань або 

неповним знанням області зміни деякої фізичної 

величини. Тому повинні виконуватися нерівності:  

 0aa r  , 0bb r  .  (10) 
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У протилежному випадку будемо вважати, що 

задача, в межах наших уявлень про об'єкт дослі-

дження, фізичного змісту не має. 

В роботі [3] запропоновано формули для вико-

нання в системі ЦЕНТР-РАДІУС операцій ділення 

та множення в такому вигляді: 

 , , , ;a b a b b aa r b r ab r r ar br= + +   (11) 

 
2 2 2 2

,
,

,

a a b b a

b b b

a r ab r r ar br

b r b r b r

+ +
=

− −
.  (12) 

В роботі [3] запропоновано піднесення в цілий 

додатний степінь інтервального числа [A]=
1 2

( , )a a , 

яке визначено в класичній формі, виконувати за 

правилом: 

 

 
 

 
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1 2

1 2

1 2

1 2

2 1 2

1 2 2
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, , якщо 0, 2 1.
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n n

n n n

n n

n n

a a a

a a
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A a a
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  
 

 
  


 = =
 = 
 


 = + =

   = =
 
   = +
 

 (13) 

Для тієї ж операції, яку виконують в системі 
ЦЕНТР-РАДІУС, в роботі [9] наведено співвідно-

шення: 

 , ,
nn

aA a r G R= = ; (14) 

за умови, що .n Z  Тоді: 

 

2 2 2

0

(2 1)2 1 2 1

0

;

.

n
k k n k

n a
k

n
n kk k

n a
k

G C r a

R C r a

−

=

− ++ +

=

=

=





 (15) 

Для 2n =  отримаємо: 

 
2 2 2 , 2a aA a r a r= +   . (16) 

В роботах [14, 15] запропоновано гіперболічну 

форму подання інтервального числа. У цьому варіа-

нті інтервальне число x  записують у вигляді: 

 ( )x ch sh   = +  .  (17) 

У співвідношенні (17) прийнято, що   – спеці-

альний символ. За замовченням вважають, що 

2 = 1. Величину   в роботах [14, 15] названо гі-

пермодулем, величину   – аргументом гіперболіч-

ного інтервального числа (гіперболічного числа, 

згідно з термінологією, яка прийнята в роботі [14]). 
Величини   і   визначають за співвідношеннями: 

  1 2a a = , 2

1

1 1
ln ln

2 2

a

a

a r a

a r a


+
= =

−
.  (18) 

Із співвідношення (18) виходить, що гіпермо-

дуль – це середньо геометрична величина меж інте-

рвалу. Відповідно до роботи [5] в табл. 1 наведено 

зв'язки між різними формами подання інтервальних 

чисел, які буде розглянуто в даній роботі. 

Основні арифметичні дії для пари гіперболіч-

них чисел ( )x ch sh   = +   та ( )y ch sh   = +   

відповідно до [14,15], виконують за правилами:  

 ( ) ( )x y ch ch sh sh        + =  +  +  +  . (19) 

 x y− = ( ) ( )ch ch sh sh         −  +  −  . (20) 

 ( ( ) ( ))x y ch sh      = + +  +   (21) 

 
( )

1 1( ( ))

( ) ( ) .

x ch sh

ch sh

   

   

− −= +  =

= − +  −
  (22) 

 ( ( ) ( ( ))
x

ch sh
y


    


= − +  − .  (23) 

 
( )

( ( ))

( ) ( ) .

n n

n

x ch sh

ch n sh n

   

   

= +  =

= + 
.  (24) 

Також в роботі [14] розглянуто випадки, в яких 

одна з величин стала. Тоді отримаємо: 

 ( ( )) ( )c x c ch sh    =     .  (25) 

Для множення сталої величини с на гіперболіч-

не число x  отримаємо:  

 ( ).cx c ch sh   = +    (26) 

 

Таблиця 1 – Зв'язки між різними формами подання інтервальних чисел 

Форми подання  
інтервальних чисел 

Форми подання інтервальних чисел 

Класична,  A ( )1 2,a a=  
Система ЦЕНТР-РАДІУС, 

A = , aa r  
Гіперболічна, 

( , )x f=    

Класична,  A ( )1 2,a a=   A ( )1 2,a a=  [A]= ( , )a aa r a r− +  
 A =(  ch sh  −  ; 

 ch sh  +  ) 

Система ЦЕНТР-РАДІУС, 

A = , aa r  
1 2 2 1,

2 2

a a a a
A

+ −
=  A = , aa r  2

1 2
1

1
; ln

2

a
a a

a
 =  =  

Гіперболічна, 

( , )x f=    

  ( )1 2 1 2( ), ( )A a a ch a a sh=   ; 

2

1

1
ln

2

a

a
 =  

2 2 ( )aA a r ch sh= −   +    ; 

1
ln

2

a

a

a r

a r

+
 =

−
 

( )x ch sh=   +     
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Для операції ділення у вказаній роботі наведе-

но два варіанти операції. У першому варіанті: 

 ( )
x

ch sh
c c


  = +  .  (27) 

У другому варіанті:  

 ( ).
c c

ch sh
x

  


= −    (28) 

Визначимо, використовуючи співвідношення 

(24) та (19) часткову суму ряду виду: 

 

( )

( )

1 1

1

( ) ( ) .

k k jj
j j

j j

k
j

j
j

T x a ch sh

a ch j sh j

    

   

− =

−

 = = +  = 

= + 

 



 (29) 

У роботах [11-13] та [16-18] описано застосу-

вання інтервальних чисел при діях з комплексними 

числами. Відповідно до цих робіт комплексне інтер-

вальне число визначимо таким чином: 

     ( )1 2 1 2( , ) ,Z X i Y x x i y y
• 

= + = + 
 

 1i = − . (30) 

Тобто, геометричним образом комплексного 

інтервального числа буде прямокутник, визначений 

на комплексній площині, геометричним образом 

дійсного інтервального числа буде відрізок числової 

осі. Відповідно до [19] для зручності подальших 
обчислень представимо комплексне інтервальне 

число у вигляді впорядкованої пари    ,Z X Y
• 

= 
 

 

і розглянемо основні арифметичні дії за правилами: 

        
1 2 1 2

1 2

;Z Z X X Y Y
• •   

+ = + +   
   

;  (31) 

        
1 2 1 2

1 2

;Z Z X X Y Y
• •   

− = − −   
   

;  (32) 

               

1 2

1 2 1 2 1 2 2 1
; ;

Z Z

X X Y Y X Y X Y

• •   
=   

   

= − +

  (33) 

       

   

       

   

1 2

1 2 1 2 2 1 1 2

2 2 2 2

1 2 1 2

; .

Z Z

X X Y Y X Y X Y

X X X X

• •   
=   

   

+ −
=

+ +

 (34) 

Для визначення модуля дійсного інтервального 

числа вигляду (1) в роботах [2, 12, 13] наведено 

співвідношення: 

    1 2max ,A a a= .  (35) 

Для модуля комплексного інтервального числа 

вигляду (29) в роботах [16, 18] є співвідношення: 

 
   

2 2

2 2
1 2 1 2max( , ) max( , ) .

Z X Y

x x y y

• 
= + = 

 

= +

  (36) 

Виконання арифметичних дій з інтервальними 

комплексними числами, які представлено в гіпербо-

лічній формі, розглянуто в роботі [11].  Розглянемо 

пару комплексних інтервальних чисел, в яких дійсну 

і уявну частини представлено в гіперболічній формі 

відповідно до співвідношення (17): 

 

   

1 1

1

( ) ( ) ;

Z x iy

ch sh i ch sh       

• 
= + = 

 

= +  + + 

  (37) 

 

   

2 2

2

( ) ( ) .

Z x iy

ch sh i ch sh       

• 
= + = 

 

= +  + + 

  (38)  

Використовуючи (19)…(23) і (30)…(33), отри-

маємо наступні співвідношення для основних ариф-

метичних дій з комплексними інтервальними чис-

лами, представленими в гіперболічній формі. Суму 
двох інтервальних комплексних чисел у цьому ви-

падку можна представити у вигляді:  

 1 1 1

1 2

T Z Z R iE
• •   

= + = +   
   

,  (39) 

де ( )1 ( )R ch ch sh sh        = + + + ;  (40)  

 ( )1 ( )E ch ch sh sh        = + + + .  (41) 

Різницю двох інтервальних комплексних чисел 

у цьому випадку можна представити у вигляді:  

 2 2 2

1 2

T Z Z R iE
• •   

= − = +   
   

, (42) 

де ( )2 ( )R ch ch sh sh        = − + − ;  (43) 

 ( )2 ( )E ch ch sh sh        = − + − .  (44) 

Добуток двох інтервальних комплексних чисел 

у цьому випадку можна представити у вигляді:  

 3 3 3

1 2

T Z Z R iE
• •   

=  = +   
   

,  (45) 

де 
 

 
3 ( ) ( )

( ) ( ) ;

R ch sh

ch sh

     

     

= + + + −

− + + +
 (46) 

 
 

 
3 ( ) ( )

( ) ( ) .

E ch sh

ch sh

     

     

= + + + +

+ + + +
 (47) 

Результат ділення двох інтервальних комплек-

сних чисел у цьому випадку можна представити у 

вигляді:  

 4 4 4

1 2

T Z Z R iE
• •   

= = +   
   

,  (48) 
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де 

( )( )

( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

4
2

2

(

( ) (
;

2 2

2 2

ch sh

ch sh
R

ch sh

ch sh

     

     

   

   

 + +  + + 

+ + +  +  
=

 +  +
 

 + + 
 

 (49) 

 

( )

( ) ( )

( )( )

( )( )

4 2

2

( ) ( )

(
.

2 (2

2 (2

ch sh

ch sh
E

ch sh

ch sh

     

     

   

   

+ +  + −  

− + +  +  
=

 +  +
 

 + + 
 

  (50) 

Піднесення комплексного інтервального числа 

Z
• 

 
 

, яке представлено в гіперболічній формі у ви-

гляді співвідношення  

   ( ) ( )Z ch sh i ch sh       
• 

= +  + +  
 

  (51) 

у цілий додатний степінь n , виконуємо згідно з 

співвідношенням: 

 

 

0

(( ) )

(( ) )

( ) ( ) .

n n
k k n k
n

k

k

ch n k
Z C i

sh n k

ch k sh k




 

   

•
−

=

  − + 
=     

+  −  

 + 


  

Величину ki  визначимо за співвідношенням: 

 

1, 4mod(0);

, 4mod(1);

1, 4mod(2);

, 4mod(3).

k

якщо k

i якщо k
i

якщо k

i якщо k





= 

− 
− 

 (52) 

Для визначення аргументу комплексного інтер-

вального числа, яке представлено в гіперболічній 

формі, слід виконати  наступні перетворення: 

 

 

( )

( )

( ) ( .

ch sh
d

ch sh

ch sh

    

    

    

+ 
= = 

+ 

 − +  −

 (53) 

Приймемо, що 

 /  =  ;  − = .  (54) 

Тоді  співвідношення (53) прийме вигляд: 

 ( )d ch sh   = +  . (55) 

Отже: 

( ), 0,

( ), 0, 0,

arg ( ), 0, 0,

/ 2, 0, 0,

/ 2, 0, 0.

arctg d якщо R

arctg d якщо R E

Z arctg d якщо R E

якщо R E

якщо R E









•




+  
  

= − +   
   = 


− = 

  (56) 

В умову (56) входять інтервальні числа і відно-

сини між ними: <, >,  . Застосування цих відносин 

для порівняння інтервальних величин розглянуто в 

роботах [4, 20, 21] 

Обчислення функції    U arctg X=  для інтер-

вального числа, заданого в гіперболічній формі, слід 

виконувати згідно з співвідношенням (57): 

2 15

2 1
0

( )

((2 1) ( ))
.

((2 1) ( ))

k

k
k

arctg d

ch k
a

sh k

 

  

+

+
=

=

 +  − +   
=     

+  +  −     


  (57) 

Чисельні значення коефіцієнтів наведено в ро-

боті [11]. Визначення модуля інтервального компле-

ксного числа, представленого в гіперболічній формі, 
слід виконувати згідно з співвідношенням, наведе-

ним в роботі [11]. 

 

2
2

1 1
ln ln .

2 2

z

z z

z z

Z z r

z r z r
ch sh

z r z r



• •

• •

• •

   
= −   

   

    
+ +    

 +     
    − −    

 (58) 

Оскільки результат розрахунку, який наведено 

в (58), отримано в системі ЦЕНТР-РАДІУС, то для 

переходу до гіперболічної форми інтервального чи-

сла використаємо співвідношення, які наведені в 
табл. 1. Обчислення кореня цілочисельного ступеня  

n для комплексного інтервального числа, заданого в 

гіперболічній формі, слід виконувати згідно з спів-

відношенням: 

    
1/

1/(2 )
n

n
Z H T
• 

= 
 

; (59) 

де 

 
1/(2 ) 2 2

1 1
ln ln ;

2 2

n
h

z z

h h

H h r

h r h r
ch sh

h r h r


= − 

    + +
 +      − −    

  (60) 

 
( ) 2 ( ) 2

cos sin
arctg d s arctg d s

T i
n n

 + + 
= + 
 

. (61) 

В співвідношеннях (59), (60) величини h  та  

hr  – центр та радіус, визначений для відповідного 

інтервального гіперболічного числа згідно з табл. 1. 

З  зробленого аналізу літератури приходимо до 

висновку, що операції множення, ділення та підне-
сення в цілочисельній степінь найбільш доцільно 

виконувати з комплексними інтервальними числа-

ми, які визначено в гіперболічній формі. Операцію 

обчислення кореня ступеня n з інтервального ком-

плексного числа, представленого в гіперболічній 

формі, найбільш доцільно виконувати з сумісним 

використанням системи ЦЕНТР-РАДІУС та в гіпер-

болічної формі подання інтервального числа. 

Постановка задачі. Пропозиції до методики 

обчислення значень найбільш поширених елемен-

тарних функцій комплексної змінної з інтервальним 

аргументом. 
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Отримані результати. Розглянемо функцію  

        ( , ( , )f Z u X Y iv X Y
• 

= + 
 

  (62) 

інтервального комплексного змінного Z
• 

 
 

, вид яко-

го визначено співвідношенням (30). Тобто потрібно 

для кожної обраної функції виду (62) отримати спів-

відношення виду: 

 
   

1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

( , )

( , );( , ) ( , );( , ) .

f z z

u x x y y iv x x y y

=

= +
 (63) 

При виборі функцій, розглянутих у даному по-

відомленні, використано перелік функцій комплекс-

ного змінного, які прийняті у системі EXCEL [20]. У 

тому випадку, коли у співвідношенні (63) викорис-

тані вироджені інтервальні числа, воно набуде тако-

го вигляду: 

 ( )f z = ( , )u x y + ( , )iv x y .   (64) 

Розв'язання цього завдання для функцій, наве-

дених у табл. 2 від № 1до № 14 розглянуто, напри-

клад, [19, 21, 22] і наведено в табл. 2. Для функцій 

від №15 до №21 цієї таблиці рішення отримано ав-

торами даного повідомлення. 

Для функції sec( )z  співвідношення (64) буде таким: 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

sec

,
2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
z = = =

cos z cos x+iy cos x cos iy - sin x sin iy cos x ch y - isin x sh y

cos x ch y sin x sh y 2cos x ch y 2sin x sh y
i = +i

cos 2x +ch 2y cos 2x +ch 2ycos x ch y + sin x sh y cos x ch y + sin x sh y

= =

= +

(65) 

оскільки 
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ).

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

1+cos 2x 1- cos 2x
cos x ch y + sin x sh y = ch y + sh y =

2 2

cos 2x1 1
= ch y + sh y + ch y - sh y = cos 2x +ch 2y

2 2 2

 (66) 

У подальшому в подібних співвідношеннях будемо використовувати формули зниження ступеня для 

( )2cos x  та ( )2sin x , як в (66). Для функції cosec(z)  співвідношення (64) буде таким: 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
cosec z = = = = =

sin z sin x+iy sin x cos iy +cos x sin iy sin x ch y icos x sh y

sin x ch y cos x sh y 2sin x ch y 2cos x sh y
i = i .

ch 2y cos 2x ch 2y cos 2xsin x ch y +cos x sh y sin x ch y +cos x sh y

+

= − −
− −

(67) 

Для функції ( )cosech z  співвідношення (64) буде таким: 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
cosech z = = = = =

sh z sh x+iy sh x ch iy +ch x sh iy sh x cos y +ich x sin y

sh x cos y ch x sin y 2sh x cos y 2ch x sin y
i = i .

ch 2x cos 2y ch 2x cos 2ysh x cos y +ch x sin y sh x cos y +ch x sin y
= − −

− −

(68) 

Для функції ( )th z  співвідношення (64) буде таким: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

2

2 2 2 2

2 2 2 2

th z = sh z ch z = sh x+iy ch x+iy =

sh x ch iy +ch x sh iy sh x cos y +ich x sin y sh 2x
= =

ch x ch iy + sh x sh iy ch x cos y +ish x sin y 2 ch x cos y + sh x sin y

sin 2y sh x sin 2y
+i = i .

ch 2x +cos 2y ch 2x +cos 2y2 ch x cos y + sh x sin y

= +

−

    (69) 

Для функції ( )cth z співвідношення (64) буде таким: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

cth z = ch z sh z = ch x+iy sh x+iy =

ch x ch iy + sh x sh iy ch x cos y +ish x sin y sh 2x
= =

sh x ch iy +ch x sh iy sh x cos y +ich x sin y 2 sh x cos y +ch x sin y

sin 2y 2sh x sin 2y
i = i .

ch 2x cos 2y ch 2x cos 2y2 sh x cos y +ch x sin y

= −

− −
− −

    (70) 
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Для функції ctg (z) співвідношення (64) буде таким: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

ctg z = cos z sin z = cos x+iy sin x+iy =

cos x cos iy sin x sin iy cos x ch y - isin x sh y sin 2x
= =

sin x cos iy +cos x sin iy sin x ch y +icos x sh y 2 sin x ch y +cos x sh y

sh 2y sin 2x sh 2y
i = - i .

ch 2x - cos 2y ch 2x - cos 2y2 sin x ch y +cos x sh y

−
= −

−

   (71) 

Дійсна та уявна частини функцій комплексного 

змінного z x iy= + , включених до системи EXCEL, 

показані в табл. 2. 
 

Таблиця 2 – Дійсна та уявна частини функцій 

( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y= +  комплексного змінного 

z x iy= + , включених до системи EXCEL 

№ Вид ( )f z  ( , )u x y  ( , )v x y  

1 z  x  y  

2 2z  
2 2x y−  2xy  

3 
1

z
 2 2

x

x y+
 

2 2

y

x y
−

+
 

4 2

1

z
 

( )

2 2

2
2 2

x y

x y

−

+

 

( )
2

2 2

2xy

x y

−

+

 

51) 
1

( )z a ib− +
 
( ) ( )

2 2

x a

x a y b

−

− + −
 

( ) ( )
2 2

2xy

x a y b
−

− + −
 

6 z  
2 2

2

x x y+ +
  

2 2

2

x x y− + +
  

7 ze  cosxe y  sinxe y  

8 sin z  sin xchy  cos xshy  

9 cos z  cos xchy  sin xshy−  

10 shz  cosshx y  sinchx y  

11 chz  coschx y  sinshx y  

12 tgz  
sin 2

cos2 2

x

x ch y+
 

2

cos2 2

sh x

x ch y+
 

13 thz  
2

2 cos2

sh x

ch x y+
 

sin 2

2 cos2

y

ch x y+
 

14 ln z  ( )2 21
ln

2
x y+  2

y
arctg k

x
+   

15 sec( )z  
2cos( ) ( )

cos(2 ) (2 )

x ch y

x ch y+
 

2sin( ) ( )

cos(2 ) (2 )

x sh y

x ch y+
 

16 sech( )z  
2 ( )cos( )

(2 ) cos(2 )

ch x y

ch x y+
 

2 ( )sin( )

(2 ) cos(2 )

sh x y

ch x y
−

+
 

17 cos ( )ec z  
2sin( ) ( )

(2 ) cos(2 )

x ch y

ch y x−
 

2cos( ) ( )

(2 ) cos(2 )

x sh y

ch y x
−

−
 

18 cos ( )eh z  
2 ( )cos( )

(2 ) cos(2 )

sh x y

ch x y−
 

2 ( )sin( )

(2 ) cos(2 )

ch x y

ch x y
−

−
 

19 ( )tg z  
(2 )

(2 ) cos(2 )

sh x

ch x y+
 

sin(2 )

(2 ) cos(2 )

y

ch x y
−

+
 

20 ( )cth z  
(2 )

(2 ) cos(2 )

sh x

ch x y−
 

sin(2 )

(2 ) cos(2 )

y

ch x y
−

−
 

21 
( )ctg z  

sin(2 )

(2 ) cos(2 )

x

ch x y−
 

(2 )

(2 ) cos(2 )

sh x

ch x y
−

−
 

1) Числа ,a b - дійсні. 

При вирішенні цієї задачі для інтервальних 
комплексних чисел слід змінні x і y , зазначені в 

табл. 2, вважати інтервальними числами, представ-

леними в гіперболічній формі і мають вигляд: 

 ( )x ch sh   = +   , ( )y ch sh   = +  . (72) 

Далі, за правилами, викладеними в [2, 3], викона-

ти інтервальне розширення функцій ( , )u x y  та 

( , )v x y . Для цього в табл. 3 описані способи виконан-

ня основних арифметичних процесів з інтервальними 

числами, представленими в гіперболічній формі. 

 
Таблиця 3 – Способи виконання основних  

арифметичних процесів з інтервальними  

числами, представленими в гіперболічній формі 

Вид  
операції 

Співвідношення,  
що реалізує дану операцію 

№ Вид 
x y+  (19) ( ) ( )ch ch sh sh   +    +     +     

x y−  (20) ( ) ( )ch ch sh sh   −    +     −     

x y  (21) ( ( ) ( ))ch sh  +  +    +   

1

x
 (22) 

1
( ( ) ( )).ch sh− +   −


 

x

y
 (23) ( ( ) ( ( ))ch sh


 − +    −


 

nx  (24) ( ( ) ( ))n ch n sh n  +     

c x  (25) ( ( )) ( )c ch sh         

cx  (26) ( ).c ch sh  +     

x

c
 (27) ( )ch sh

c


 +     

c

x
 (28) ( ).

c
ch sh −   


 

 

Розглянемо застосування запропонованої мето-

дики з прикладу функції комплексного змінного 
2( )f z z=  в інтервальному вигляді з аргументом z , 

представленим у гіперболічному вигляді. Для цього 

виконаємо інтервальне розширення цієї функції ви-

користовуючи співвідношення (17), (30), (37), спів-

відношення, наведені в табл. 2, (№2) та табл. 3 

(№ №20, 21) та співвідношення (72) представимо 

функцію 
2( )f z z=  у вигляді: 

 ( )2 2( ) ( , ) ( , ) 2f z u x y iv x y x y ixy= + = − + . (73) 

Подаємо дійсну частину співвідношення (73) у 

вигляді: 
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2 2

2 2

( , ) (2 ) (2 )

(2 ) (2 .

u x y ch ch

sh sh

   

    

 = − +
 

 + −
 

 (74) 

Представимо уявну частину співвідношення 

(73) у вигляді: 

  ( , ) 2 ( ) ( )v x y ch sh     = + +  + . (75) 

Приймемо, що: 

 
2 2

2 2

(2 ) (2 )

(2 ) (2

ch ch a

sh sh b

   

   

 − =


− =

. (76) 

Використовуючи (76) напишемо систему рівнянь: 

 
ch a

sh b

 

 

 =


 =
.  (77) 

Розв’язуючи систему (77) відносно   і   визначим 

корені системи (77), величини ̂  і ̂ .  

Аналогічно перетворимо відношення (75): 

 
2 ( )

2 ( )

ch c

ch d

  

  

 + =


 + =
.   (78) 

Використовуючи (78), запишемо систему рів-

нянь: 

 
( )

( )

ch c

sh d

 

 

 =


 =
.  (79) 

Вирішуючи систему (79) щодо   і   визна-

чимо її коріння: величини ̂ та ̂ . Тоді співвідно-

шення  (73) набуде вигляду: 

 
 

 

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )

ˆ ˆˆ( ( ( ) ( )) .

f z ch sh

i ch sh

   

   

= +  +

+ + 
 (80) 

Співвідношення (80) дозволяє отримати функ-

цію інтервальної комплексної змінної, еквівалентну 

вихідної, та придатної для подальшої роботи з ком-

плексними функціями та числами, представленими в 

гіперболічній формі. 

Для отримання значень кругових та гіперболі-

чних функцій, зазначених у табл. 3, можна викорис-

товувати калькулятор, описаний у [4], з урахуван-
ням співвідношень (73), або розкладання цих функ-

цій у степеневі  ряди. 

Розглянемо часткову суму ряду виду: 

 
1

( ( ( ) ( ))
n

k
k

k

S ch k sh k    
=

 = + 
  . (81) 

та позначимо величини: 

 
1

( )
k

k
kp ch k  = ,  

1

( )
k

k
kq sh k  =   (82) 

та отримаємо величину часткової суми цього ряду у 

вигляді інтервального числа, визначеного в гіпербо-

лічній формі: 

 ( )w ch sh   = +  , (83) 

де величини   та   корені системи: 

 
( );

( ).

p ch

q sh

 

 

= 


= 
 (84) 

розв’язаної відносно   та  . 

Детальний розгляд цих перетворень для функ-

цій, зазначених в табл. 2, виходить за рамки даного 
повідомлення та має стати предметом подальших 

досліджень. 

Висновки 

1. Наведено відомості про інтервальні числа, 

представлені в класичному вигляді, системі ЦЕНТР 
- РАДІУС і в гіперболічному вигляді. Запропонова-

но правила переходу від однієї з форм подання інте-

рвальних чисел до інших. Наведено відомості про 

комплексні інтервальні числа, дійсна і уявна частина 

яких представлені в гіперболічному вигляді. 

2. Описано правила виконання основних ариф-

метичних дій з цими числами та обчислення інтерва-

льних значень показникової, логарифмічної, прямих 

та обернених тригонометричних, прямих та оберне-

них гіперболічних функцій. 

3. Для функцій комплексного змінного наведе-
но відомості про їхню дійсну та уявну частину. Пе-

релік функцій відповідає функціям комплексного 

змінного, що входять до системи EXCEL. 

4. Отримані співвідношення для визначення 

дійсної та уявної частини функцій секансу, косекан-

су, тангенсу та котангенсу для кругових тригономе-

тричних та гіперболічних функцій, які були відсутні 

у найбільш поширеній довідковій літературі. 

5. Наведено приклади, що ілюструють застосу-

вання запропонованої методики. 
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Calculation of the value of the functions of the complex variable with by an interval argument,  

we will design in the hyperbolic form 

Valeriy Dubnitskiy, Anatolii Kobylin, Oleg Kobylin, Yuriy Kushneruk, Iurii Sheviakov 

Abstract.  Information about the interval numbers presented in the classical form, the CENTER-RADIUS system and in 
the hyperbolic form is given. Rules for the transition from one of the forms of representation of interval numbers to others are 
proposed. Information is given on complex interval numbers, the real and imaginary parts of which are presented in hyperbolic 
form. The rules for performing basic arithmetic operations with these numbers and the calculation of interval values of power, 

exponential, logarithmic functions, direct and inverse trigonometric functions, direct and inverse hyperbolic functions are de-
scribed. For functions of a complex variable, information about their real and imaginary parts is given. The list of functions cor-
responds to the functions of a complex variable included in the EXCEL system. Relationships are obtained for determining the 
real and imaginary parts of the secant, cosecant, tangent and cotangent functions for circular trigonometric and hyperbolic func-
tions, which were absent in the most common reference literature. It is shown that the operations of multiplication, division and 
raising to an integer power are most appropriate to perform with complex interval numbers, which are defined in hyperbolic 
form. The operation of calculating the root of degree n from an interval complex number presented in hyperbolic form is most 
expediently performed using the CENTER-RADIUS system in combination with the hyperbolic form of representing the interval 
number. Relationships are obtained that make it possible to obtain a function of an interval complex variable equivalent to the 

original one and suitable for further work with complex functions and numbers presented in hyperbolic form and in the CEN-
TER-RADIUS system. Examples illustrating the application of the proposed technique are given. 

Keywords :  interval calculations; functions of a complex variable; complex interval numbers. 

mailto:dubnitskiy@gmail.com
http://orcid.org/0000-0003-1924-4104
mailto:anatoliy_kam@ukr.net

