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ВЫЧИСЛЕНИЕ ИНДИКАТОРОВ ПОДОБИЯ  
И ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ КРИТЕРИЕВ ПОДОБИЯ,  

ИНТЕРВАЛЬНО ОПРЕДЕЛЁННЫХ В СИСТЕМЕ ЦЕНТР – РАДИУС  
 

Аннотация.  Цель работы состоит в разработке методов вычисления и численного интегрирования критериев и 
индикаторов подобия, аргументами которых служат интервальные числа, заданные в системе центр – радиус. Резуль-
таты. Описано применение интервальных вычислений в системе центр-радиус для определения значений критериев 
и индикаторов подобия. Предложена методика численного интегрирования таблично заданной подынтегральной 
функции с произвольным расположением узлов интегрирования при условии, что исходные данные представлены в 
виде интервальных чисел, определённых в системе центр – радиус. Приведен численный пример, иллюстрирующий 
полученные результаты. Показано, что вычисление критериев и индикаторов подобия и функций от них без учёта их 
возможных интервалов определения может приводить к ошибочным выводам о результатах моделирования. 
Ключевые слова:  теория подобия и размерностей; критерии подобия; индикаторы подобия; интервальные вы-
числения; численное интегрирование таблично заданных функций с произвольно расположенными узлами. 

 

Введение 
В рамках данной работы будем рассматривать 

только физически реализуемые системы, то есть 
такие, которые представлены совокупностью физи-
ческих элементов, структурно связанных между со-
бой и взаимодействующих с внешней средой. В на-
чальной стадии проектирования таких систем их 
физическое моделирование на основе теории подо-
бия служит весьма полезным источником сведений 
об их свойствах. В работе [1, С. 394] сказано, что эта 
теория изучает условия подобия физических про-
цессов. Два физических процесса называют подоб-
ными, если они подчинены одним и тем же физиче-
ским законам. Каждую   количественную характери-
стику одного их них получают из другого путём 
умножения её на постоянную величину. Эту вели-
чину называют константой подобия, и она одинако-
ва для всех однородных величин, участвующих в 
изучаемом процессе. В соответствии с основным 
постулатом теории подобия два явления подобны 
тогда и только тогда, когда они качественно одина-
ковы и имеют равные значения некоторых безраз-
мерных параметров, называемых критериями подо-
бия. Не следует думать, что модель – это нечто не-
большое по размерам. Модели инженерных объек-
тов могут быть весьма сложными изделиями, созда-
ние которых может быть самостоятельной научно – 
технической задачей. Например, известно, что для 
подготовки к полномасштабным летным испытани-
ям самолёта ТУ- 144 была построена его аэродина-
мическая модель – самолёт МиГ – 21И [24], модель 
ледяного «непотопляемого авианосца» «Habakkuk» 
выполненная в масштабе 1:50 весила 1100 т. [25]. 
Критерии подобия должны быть составлены из фи-
зических и геометрических величин, характеризую-
щих изучаемое явление. Основные положения тео-
рии подобия и размерности изложены в ставших 

классическими работах [2, 3]. Следует отметить, что 
работа [2] – это переиздание вышедшего в 1934 г. в 
русском переводе лекций, прочитанных будущим 
нобелевским лауреатом по физике П. Бриджменом в 
1920 г. В соответствии с этими работами далее бу-
дем использовать следующие определения: 

1. Системой единиц принято называть единицы 
измерения различных физических единиц, объеди-
нённых на основе их непротиворечивости. Формулу, 
указывающая зависимость единицы измерения от 
величин, принятых в качестве основных называют 
размерностью этой величины. Размерность величи-
ны указывают символом, заключённым в квадрат-
ную скобку. Например, размерность скорости: 

       1v L T   , (1) 

где  L ,  T  размерности длины и времени. Здесь и 
далее будет использоваться система СИ.  

2. Выражение единиц измерения произвольной 
физической величины с использованием единиц 
измерения величин, принятых за основные, называ-
ется размерностью этой величины. 

3. Размерность любой физической величины 
может быть только произведением возведенных в 
степень величин, принятых за основные величины. 

4. Размерности обеих частей равенства, выра-
жающего некоторую физическую закономерность, 
должны быть одинаковы. 

5. Безразмерные произведения различных сте-
пеней называются критериями подобия; их обычно 
обозначают как Π = idem. 

В данной работе будут рассмотрены некоторые 
особенности процессов, связанных с определением 
численных значений критериев подобия. В работе 
[4] предложено рассматривать критерии подобия 
как группы растяжений. Для этого физически изме-
ряемую величину представим в виде:  
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 dimX X X , (2) 

где X  – её численное значение, dim X  – её физи-

ческая размерность. Пусть  1, 2,...E m    - мно-
жество некоторых физически независимых единиц 
измерения. Способ их выбора описан в работах [2, 
3]. Физическую величину X  называют определён-
ной в системе единиц      1 , 2 ,...E E E E m   если: 

 ( ) (1) (2) ( )
1 2

1

dim

... .
m

i m
mi

i

X X X

X E X X X X   



 

 
 (3) 

В условии (3) раскрыт подробно символ произ-
ведения в связи с требованиями к записи формул 
размерности принятыми в теории подобия. 

Основополагающая теорема анализа размерно-
стей утверждает, что если имеется физически зна-
чимое выражение, включающее в себя n физических 
переменных, и эти переменные описываются при 
помощи m независимых фундаментальных физиче-
ских величин, то исходное выражение эквивалентно 
выражению, включающему множество из p = n - k 
безразмерных величин, построенных из исходных 
переменных. Это позволяет вычислять множество 
безразмерных величин по данным физическим зна-
чениям, даже если неизвестно выражение, связы-
вающее эти значения. В работе [4] рассмотрен слу-
чай перехода от одних независимых единиц измере-
ния  1, 2,...E m    к другим, полученным путем 
изменения масштаба, т. е. преобразования вида: 

  1,2,...E a E m
 

    (4) 

приведет к изменению числового значения величи-
ны Х в соответствии со следующей цепочкой ра-
венств: 

 
   

 

(1) ( )(1) (1)
1

( )( )
1

1

dim ... ...

dim .

mm

m
m

i

X X X a a E

E X a X X

  

  





  
 (5) 

Со ссылкой на работу [5] утверждается, что та-
кое преобразование есть групповое преобразование, 
принадлежащее группе преобразований mH . В ра-
боте [6] приведен пример использование выражений 
(4, 5) для определения численного значения крите-
рия подобия  . Примем, без ограничения общности, 
что нами использована система единиц L, M, T. Ис-
пользуя правила, изложенные в работах [2,3] полу-
чим, что любой критерий подобия в этой системе 
примет вид: 

(1) (2)(1) (1) (1) (2) (2) (2)

( )( ) ( ) ( )

...

.

z z

z mm m m

c L M T L M T

L M T

     

  

        

 
 

 (6) 

В условии (6) принято, что с – безразмерная 
величина. Упрощая условие (6) получим, что: 

 c L M T       , (7) 

где 
1

( ) ( )
m

i
i z i


   ; (7) 

 
1

( ) ( )
m

i
i z i


   ; (8) 

 
1

( ) ( )
m

i
i z i


   . (9) 

Пусть для систем S1 и S2 условия (7) …(9) в 
общем виде примут вид:   

 (1) (2) ( )
1 1 2 ... k

kx x x    ; (10) 

 (1) (2) ( )
2 1 2 ... k

kx x x    . (11) 

Отношение вида (13) называют индикатором 
подобия: 

( )
(1) (2) ( )

1 211
( 1) ( 2) ( )2 ( ) 1 2

1

...

...

k
i

i k
i k
m k k m

i mk ki
i k

x
x x x

x x xx


  


    

  

 


   






.    (12) 

если 
1, системы подобны;

1, системы неподобны.


  
 (13) 

Анализ литературы. Из многочисленных ра-
бот, в которых описано применение теории подобия 
и размерностей рассмотрим только те, которые бу-
дут важны для пояснения целей данной работы.  

В работе [7] для построения критериев подобия 
технологических процессов, связанных с винодели-
ем, выбраны такие характеристики: потери напора 
на сетке, скорость движения очищенного сусла, ха-
рактерный линейный размер отверстий сетки, коэф-
фициент динамической вязкости, плотность сусла, 
частота регенерации сетчатой перегородки, ускоре-
ние силы тяжести, массовые концентрации смесей 
до и после очистки (Боже, что же мы пьём!). В этой 
работе специально указано, что все эти характери-
стики берутся только усреднёнными.  

В работах [8, 9] отмечено, что при моделирова-
нии явлений и процессов, связанных с испытаниями 
ракетных двигателей необходимо при построении 
критериев подобия учитывать вероятностные свой-
ства протекающих процессов. При этом возникает 
необходимость применения весьма громоздких при 
численной реализации и сложных при теоретиче-
ском обосновании методов оценки результатов мо-
делирования. Подробно эти методы описаны в рабо-
те [6].  

В работе [10] отмечено, что результаты оценки 
статистических свойств материалов необходимо 
учитывать при конструировании изделий из железо-
бетона.  

Особенности моделирования строительных 
конструкций в этом случае рассмотрены в работе 
[11]. Не следует думать, что модель – это нечто не-
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большое по размерам. Основные методические под-
ходы к решению задач стохастического подобия 
описаны в работах [6, 11].  

В работе [6] для решения задачи использованы 
методы, основанные на теории проверки статисти-
ческих гипотез. Пусть величины ix , случайны. 
Плотности вероятности каждой из них заданы и 
равны ( )if x . Тогда примем, что нулевая гипотеза 

0H  состоит в том, что    1 2     . Альтерна-
тивная ей гипотеза 1 1 2: ( ) ( )H      . Тогда систе-
мы S1 и S2 будут подобными, если их критерий по-
добия: 
 ,      ,    <   . (14) 

В условии (14)   и   соответственно верх-
няя и нижняя границы для величины  , определяе-
мые для доверительной вероятности  , при уровне 
значимости гипотезы 0H , равному величине 1  . 
В работе [11], используя метод линеаризации, опи-
санный в работе [12], приведено решена задача по 
определению вероятности Р того, что: 

  (1 ) (1 )P        , 1  . (15) 

Объединяет эти методы, по нашему мнению, 
следующее: оба эти метода требуют большого объ-
ёма вычислений, результатом их применения будет 
определение интервала, к которому будет принад-
лежать численное значение критерия или индикато-
ра подобия. Более простым способом вычисление 
значений критериев и индикаторов подобия может 
быть метод интервальных вычислений для чисел, 
заданных в системе центр – радиус. Основные све-
дения об этом методе его практическом применении 
приведены в работах [13…15].  

Одна из основных теорем теории подобия, так 
называемая ПИ – теорема в работе [16] приведена в 
такой формулировке: «Функциональная зависи-
мость между характеризующими процесс величина-
ми может быть представлена в виде зависимости 
между составленным из них критериями подобия». 
В работах [17,18] на основе этой теоремы приведе-
ны решения линейных однородных дифференци-
альных уравнений второго порядка с переменными 
коэффициентами, используемыми при расчёте желе-
зобетонных конструкций. Показано, что на одном из 
этапов получения этого решения возникает необхо-
димость интегрирования функции, аргументом ко-
торой служит критерий подобия   или один из со-
множителей, входящих в него. Следует отметить, 
что интегрирование интервально определённых 
функций мало изучено.  Даже в наиболее полной 
монографии по интервальному анализу [21] эта про-
цедура вообще не упоминается. Авторам данного 
сообщения удалось найти только работу [22] близ-
кую к рассматриваемой в данном сообщении задаче. 
Важный результат этой работы состоит в том, что 
при интегрировании интервально заданных функций 
допускается применение известных способов чис-
ленного интегрирования только в том случае, когда 

используют интервальное расширение подынте-
гральной функции. Задача интегрирования таблично 
заданных интервальных функций в указанной рабо-
те и в иной, доступной авторам данного сообщения 
литературе, не рассмотрена.  

Постановка задачи. Разработка методов вы-
числения и численного интегрирования критериев и 
индикаторов подобия, аргументы которых есть интер-
вальные числа, заданные в системе центр – радиус. 

Полученные результаты 

Произвольное интервальное число X , запи-
санное в классическом виде , примет вид: 

 ;x xX x r x r   ; (16) 

в системе центр – радиус это же число представим как 

 ; xX x r ; (17) 

где x  – центр интервального числа X , xr  – его 
радиус. Следовательно, числитель и знаменатель 
выражения (12) примут следующий вид: 

 ( )
1 1

1
; ( ) ; (1)

k i
i x

i
x r i r




    ; (18) 

 ( )
2 2

1
; ( ) ; (2)

mk i
i x

i k
x r i r


 

    . (19) 

В связи с тем, что в теории подобия показатели 
степени ( )i  при размерных переменных постоян-
ные числа, то их строгая запись должна быть такой:  

   ( );0i i   . ( 20) 

Для получения в интервальном виде выраже-
ний (18) и (19) необходимо последовательно выпол-
нить следующие действия. Так, как 

 exp( ln )bx b x ; (21) 

то для вычисления каждого из сомножителей в ус-
ловиях (18) и (19) потребуется вычисление в интер-
вальном виде логарифмической функции. Для вы-
полнения вычислений использована процедура, 
описанная в работе [14].  

Представим логарифмическую функцию как 

 
 

6

1

1

ln , ,0 ; ;

, 1;01;0
1;0 .

;0,

x i i L
i

i
xi

i i
x

x r a L r

x r
ix r





  

  
    
  


 (22) 

Коэффициенты ai, необходимые для вычисле-
ния величины ln , xx r  приведены в табл. 1. 

В [14] показано, что операция умножение ин-
тервального числа, представленного в системе 
центр-радиус, на постоянную величину примет вид  

 
,0 , , , ;
, ,0 , , .

b

a

a b r A const B consn
A B

a r b A const B const
      

 (23) 
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Таблица 1 – Значение коэффициентов для  
приближения функции ln(x)  

 
Отсюда получим, что: 

 ;0 ; ; ;l L cb L r bL br c r   . (24) 

Согласно работе [14] интервальное расширение 
величины exp( ln )b x  примет вид: 

 
 6;

0

;
;0

!
cx

k
xc r

k

c r
e

k
  . (25) 

Для возведения в целочисленную степень в ра-
боте [14] приведены формулы: 

 , ,nn
aA a r G R  ; (26) 

при условии, что .n Z   
Тогда: 

 

2 2 2

0

(2 1)2 1 2 1

0

;

.

n
k k n k

n a
k

n n kk k
n a

k

G C r a

R C r a





  










 (27) 

Для программирования процесса вычислений 
условие (27) представим их в виде: 

    2 2

2

; ;2 ; ... ;n
a a a a a

n

A a r a r a r a r a r


  


. (28) 

Для удобства дальнейшей записи формул при-
мем, что неинтервальное число x   . Его пред-
ставление в системе центр – радиус будет таким: 

 ;X r
  ; (29) 

где   и r  соответственно центр и радиус этого 
числа, полученные в результате применения усло-
вий (22) … (28). 

Величины 1  и 2 определённые условиями 
(18) и (19) и вычисленные в системе центр – радиус 
с учётом условий (22) – (29) примут вид: 

  1
1

; 1 ( ); ( )
k

i
r i r i 


   ; (30) 

 1
1

; (2) ( ); ( )
m

i k
r i r i 

 
   . (31) 

Для получения условия (30) последовательно 
выполняют условия (32) и (33).  

 

(1); (1) (2); (2)

(1) (2) (1) (2);
(2); (2) ,

(1) (2) (2) (1)

r r

r r
r

r r
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где 
(2) (1) (2) (1) (2);

(2) (1) (2) (2) (1);

r r

r r r
 

  

    

   
 (33) 
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( 1); ( 1) ( ); ( )

( 1) ( ) ( 1) ( );

( 1) ( ) ( 1) ( ) .
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 (34) 

Для получения условия (31) последовательно 
выполняют условия (35)…(38). 

 

( 1); ( 1) ( 2); ( 2)

( 1) ( 2) ( 1) ( 2);

( 1) ( 2) ( 2) ( 1)

( 2); ( 2) ,

k r k k r k

k k r k r k

k r k k r k

k r k

 

 

 



       

      
 

     

   

 (35) 

где (2) (1) (2) (2) (1)r r r     . (36) 

 ( 2) ( 1) ( 2) ( 1) ( 2)k k k r k r k           ; (37) 

 

 2

( 1); ( 1) ( ); ( )

( 1) ( ) ( 1) ( );

( 1) ( ) ( 1) ( ) .

( ); ( ) ; 2

m r m m r m

m m r m r k

m r m r m m

m r m r

 

 

 

 

     

    

      

   

 (38) 

Вычисление условий (34) и (38) позволяет по-
лучить верхние и нижние границы для критериев 
подобия, определённых условием (14). Для опреде-
ления верхней и нижней границы индикатора подо-
бия, определённых условием (15), выполним опера-
цию системы интервального деления: 

 

1

2

1 2 1 2
2 2 2 2
2 2

; (1)
; (2)

(1) (2) (2) (1)
; .

(2) (2)

r
r

r r r r
r r





   

 


  



     


   

 (39) 

Будем говорить, что системы S1 и S2 подобны с 
точностью до величины: 

 1 2
2 2
2

(2) (1)
(2)

r r
r

 



  
 

 
, (40) 

если:  

1 2 1 2

1 2 1 2
1 22 2 2 2

2 2

1 ;
(1) (2) (2) (1)

; .
(2) (2)

r r r r
r r
   

 

       

     
   

   

  (41) 

В тех случаях, когда возникает необходимость 
интегрирования функций, аргументами которых 
служат критерии подобия или входящие в них со-
множители, необходимо принимать во внимание то, 
что исходные данные для этой процедуры получают 
в результате экспериментов с физически реализо-
ванными системами, следовательно, их результаты, 

а1 0,500000 а4 0,030303 
а2 0,227273 а5 0,007576 
а3 0,090909 а6 0,0001082 
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представлены в табличной форме, в общем случае, с 
произвольно расположенными узлами. Вначале рас-
смотрим процедуры численного интегрирования без 
учёта представления данных в интервальном виде. 

Следуя работе [19, С. 195] назовём таблицей 
упорядоченную пару чисел  ,i ix y , для которой 

1 2 ... nx x x   . Эта таблица задаёт точные значе-
ния (то есть такие, которые определены без учета 
погрешностей их измерения) функции ( )i iy f x . 
Используя обобщённую формулу трапеций полу-
чим: 

    
1

1

1 1
1

1( )
2

nx n

i i i i
ix

I f x dx x x y y


 


    . (42) 

В работе [20] приведена формула для числен-
ного интегрирования функции с неравно отстоящи-
ми узлами интегрирования: 

 
11

1 1
1 1

12

( )

5 7 .
12

nx

x
n

i i i i
i i i i

i ii

I f x dx

x x y y
y y x x

x x


 

 


 

  
     




 (43) 

Далее рассмотрим эти же процедуры, но при 
условии, что значения функции, переменной интег-
рирования и параметров функции которой пред-
ставлены интервальными числами. Таблицей для 
интервально заданной упорядоченной пары чисел 

 ,i i iX Y  назовём последовательность, для кото-

рой 1 2 ... nX X X   . В соответствии с рабо-
той [14] будем считать, что интервальное число 1A  
меньше интервального числа 2A  если: 

 1 1 1 2 2 2

1 1 2 2

( ; ) ( ; )
.

a a

a a

A a r A a r
a r a r

   

   
 (44) 

Для получения интервального расширения 
численного интегрирования с произвольным распо-
ложением узлов по формуле трапеций необходимо 
выполнить следующую последовательность дейст-
вий: 

 
   
   

( ) ( ); ( ) ;

( ) ( ); ( ) ;
i x

i y

x X i x i r i

y Y i y i r i

 

 



   (45)  

    1 ( 1); ( 1) ( ); ( )

( ( 1) ( ); ( 1) ( ) ( ; ( ));
i i x x

x x i u

x x x i r i x i r i

x i x i r i r i u r i
      

     

 

  ;  (46) 

    1 ( 1); ( 1) ( ); ( )

( ( 1) ( ); ( 1) ( ) ( ; ( ));
i i y y

y y i v

y y y i r i y i r i

y i y i r i r i v r i
      

    

 

     (47) 

1 1( ) ( ) ( ( ); ( )) ( ( ); ( ))
( ( ) ( ) ( ) ( ); ( ) ( ) ( ) ( ));

i i i i u v

u v v u

x x y y u i r i v i r i
u i v i r i r i u i r i v i r i

      

   
 (48) 

 
 

1

1

( ( ) ( ) ( ) ( ));1
( ) ( ) ( ) ( )2

n u v

v ui

u i v i r i r i
I

u i r i v i r i





    
      

 . (49) 

Запись формулы (43) в интервальном виде не-
целесообразна ввиду её громоздкости. Поэтому вы-
числения следует выполнять, используя описанный 
в работе [14] калькулятор.  

Рассмотрим численные примеры применения 
предложенных в данной работе методов.  

В работе [23] при моделировании процесса 
сушки грибов использован критерий Рейнольдса, 
имеющий вид: 

 Re wd



; (50) 

В табл. 2 приведены названия величин, входя-
щих в критерий Рейнольдса и их размерности в сис-
теме СИ.  

 
Таблица 2 – Величины, входящие в критерий Рейнольдса, 

и их размерности в системе СИ 

Величина Символ Размерность 

Скорость теплоносителя w 1LT   
Размер частицы d L  
Плотность жидкости   3ML  
Вязкость жидкости   1 1ML T   

 
Численное значение этого критерия, согласно 

условиям (2), (12) определено по условию: 

 

 1 3
1 2 3

1 1
4

1 2 3

4

Re ;

.

c LT c L c ML
С

c ML T

c c c
C

c

 

 

   
    

 
 



 (51) 

Используя данные, приведенные в работе [23] 
выполним расчет величины критерия Рейнольдса 
для нескольких условных систем. Численные значе-
ния величин, входящих в этот критерий взяты близ-
кими к реальным системам.  

Результаты расчётов, выполненных по услови-
ям (50), (51) приведены в табл. 3. 

 
Таблица 3 – Расчёт критерий Рейнольдса  

для моделируемых систем 
Сравниваемые системы  S1 S2 S3 S4 

w 5 5,1 4,95 5,05 
d 0,140 0,143 0,144 0,138 
 550 562 556 548 
 0,065 0,064 0,061 0,065 
Re 5923,07 6404,16 6497 5875 
Пі 1 0,925 0,912 1,008 

Примечание: столик  – символы расчётных величин, 
критерия Re, индикатора подобия 

 
Индикатор подобия i  (i=2,3,4) по отношению 

к системе, исходя из условия (13), вычислен по пра-
вилу: 
 1 /i i    , i =1,2,3,4. (52) 

В этом примере система S1 принята в качестве 
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системы – оригинала. Таким образом, буквально 
следуя условию (13), следует признать, что системы 
S2… S4 не могут быть моделями системы S1. 

Результаты вычислений значений индикаторов 
подобия (52) для систем S1… S4 полученные в сис-
теме центр –радиус и преобразованные для удобства 
восприятия в классический вид, описанный в работе 
[21] приведены в табл. 4.  

При подготовке исходных данных для числен-
ных примеров принято, что: 

 ; ( ) ;0,025a i iiA a r i a a  . (53) 

Таблица 4 – Интервальные значения критериев  
подобия Пі для систем S1… S4  

Сравниваемые системы 

1S  2S  3S  4S  

НГ*) ВГ**) НГ ВГ НГ ВГ НГ ВГ 
0,801 1,246 0,844 1,112 0,841 1,448 0,797 1,237 

Примечание: НГ*) - нижняя граница интервала,  
ВГ**)- верхняя граница интервала. 

 
Из приведенных результатов следует, что толь-

ко система 2S  может быть моделью системы S1, 
потому, что 2 1S S . 

Для оценки влияния представления исходных 
данных в интервальном виде на результаты числен-
ного интегрирования рассмотрим выражение вида: 

 
1

3 2

0
(2 3 5 1)I x x x dx    . (53) 

Все вычисления выполнены при количестве уз-
лов интегрирования n = 13. Результаты вычислений 
приведены в табл. 5, 6. 

Приведенные вычисления наглядно показыва-
ют, что вычисление критериев и индикаторов подо-
бия и функций от них без учёта их возможных ин-
тервалов определения может приводить к ошибоч-
ным выводам о результатах моделирования. 

 

Таблица 5 – Результаты вычисления значений интеграла 
с учётом интервальных свойств переменной 
подынтегральной функции 

Границы интервалов Способ решения Левая  Центр Правая  
Аналитический - 3,0 - 

Равноотстоящие 
узлы, [19] 2,89 3,0 3,11 

Неравноотстоящие 
узлы, [19] 2,79 2,94 3,09 Формула 

трапеций 
Неравноотстоящие 

узлы, [20] 2,90 3,04 3,14 

 
Таблица 6 – Результаты вычисления значений интеграла 

с учётом интервальных свойств переменной 
и коэффициентов подынтегральной функции 

Границы интервалов Способ решения Левая  Центр Правая  
Аналитический - 3,0 - 

Равноотстоящие 
узлы, [19] 2,86 3,02 3,18 

Неравноотстоящие 
узлы, [19] 2,77 3,03 3,29 Формула 

трапеций 
Неравноотстоящие 

узлы, [20] 2,67 2,96 3,25 

Выводы 
1. Описано применение интервальных вычис-

лений в системе центр- радиус для определения зна-
чений критериев и индикаторов подобия. 

2. Предложена методика численного интегри-
рования таблично заданной подынтегральной функ-
ции с произвольным расположением узлов интегри-
рования при условии, что исходные данные пред-
ставлены в виде интервальных чисел, определённых 
в системе центр – радиус. 

3. Приведен численный пример, иллюстри-
рующий полученные результаты. 

4. Показано, что вычисление критериев и инди-
каторов подобия и функций от них без учёта их воз-
можных интервалов определения может приводить 
к ошибочным выводам о результатах моделирова-
ния. 
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Обчислення індикаторів подібності і чисельне інтегрування критеріїв подібності,  
інтервально визначених в системі центр – радіус  

В. Ю. Дубницкий, А. М. Кобилін, О. А. Кобилін, 
Анотація .  Мета роботи полягає в розробці методів обчислення і чисельного інтегрування критеріїв і індикато-

рів подібності, аргументами яких служать інтервальні числа, задані в системі центр – радіус. Результати. Описано за-
стосування інтервальних обчислень в системі центр- радіус для визначення значень критеріїв і індикаторів подібності. 
Запропонована методика чисельного інтегрування таблично заданої підінтегральної функції з довільним розташуванням 
вузлів інтегрування за умови, що початкові дані представлені у вигляді інтервальних чисел, визначених в системі центр 
– радіус. Наведено чисельний приклад, що ілюструє отримані результати. Показано, що обчислення критеріїв і індика-
торів подібності і функцій від них без урахування можливих інтервалів визначення може приводити до помилкових ви-
сновків про результати моделювання. 

Ключові  слова:  теорія подібності і розмірностей; критерії подібності; індикатори подібності; інтервальні об-
числення; чисельне інтегрування таблично заданих функцій з довільним розташуванням вузлів. 
 

Derivation of the similarity indicators and numerical integration of the similarity criterions,  
which are interval-based in system center-radius 

V. Dubnitskiy, A. Kobylin, O. Kobylin 
Abstract.  In frame of this work only physically realizable systems will be considered, namely such systems, which may 

be presented as unity of physical elements, structurally adjusted each to another and interacted with external medium. The physi-
cal modeling for such systems, that it is based on theory of similarities on starting stage of projecting, works as useful source of 
knowledge about their properties. It is known that theory of similarities studies the conditions for similarities of physical proc-
esses. Two physical processes are called similar, when they obey the same physical laws. Each quantitative characteristic for one 
of them is obtained from another by means of multiplication on the constant value. This value is called the constant of similarity, 
and it is the same for all uniform values, which are involved in process under investigation. It is a rule in theory of similarities, 
that two phenomena are similar if and only if, when they are qualitatively similar and have equal values for some dimensionless 
parameters, which are called criterions of similarities. It is also rule in theory of similarities, that dimension of any physical value 
may be only the multiplication of values, which are in powers, and taken as basis values. Dimensions for both parts of equality, 
that presents same physical law, must be the same. Dimensionless multiplications of different powers are called as criteria of 
similarity. In this work some features of calculation processes, connected with definitions of numerical values for criterions of 
similarities, will be presented. Due to the fact, that numerical values of the similarity criterions are obtained from the experimen-
tal results, these results are defined with some error, which influences the decision about similarities of the systems under com-
parison. To define this influence the procedure of calculation for criterions and indicators of similarities with the interval num-
bers is used, defined in the system center-radius. In this work the algorithm of consecutive multiplication in the interval-based 
view of factors, each of those presents a power function, and the algorithm for derivation of the similarity indicator are presented. 
The interval evaluation for the similarity indicators is obtained, depending on value of the definition intervals for corresponding 
values. Algorithms for numerical integration with trapezoidal rule with regular and arbitrary distribution of nodes are presented. 
It is shown, that for relatively simple, in respect of calculation, criteria of similarities, the neglect by experimental errors may 
lead to misleading conclusions about quality of the models proposed. Numerical example with evaluation of the quality for pro-
posed physical model is considered, comparison was done for Reynolds criterion. 

Keywords :  theory of similarity and dimensions; similarity criteria; similarity indicators; interval calculations; numerical 
integration of tabulated functions with arbitrary arrangement of nodes. 


